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摘 要

在格点量子色动力学的框架下，我们主要对隐粲和隐奇六夸克、𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬
散射以及 𝑝 − 𝛬相互作用进行了分析。
本研究首先引入了格点量子色动力学中物理可观测量的期望值的路径积分，介

绍了组态，规范链接等物理量，推导了格点量子色动力学作用量的离散化，并且以

1+1维 U(1)、SU(2)群为例，详细展示了马尔可夫链蒙特卡罗模拟的流程，并且给出
了在格点量子色动力学中计算强子谱的一般方法，为后续的研究提供理论基础。

本研究将目光聚焦于六夸克体系。在四种量子数下，我们构造了夸克组分为

𝑢 𝑠 𝑐 𝑑 𝑠 𝑐 的六夸克算符，用于构造关联矩阵，通过分析矩阵元的时间依赖性，我

们从两点关联函数中抽取到这种准六夸克粒子的有效质量。在此过程中，我们采用了

Jackknife、协方差矩阵来处理数据和描述误差，同时我们对生成的两点关联函数矩阵
元采用常数拟合、两态拟合和Model Average方法得到基态能量。最终得到六夸克基
态能量在 3.9− 4.4𝐺𝑒𝑉，这为六夸克在实验上的探索提供了一个信号范围，这可能会

丰富多夸克的多功能结构，并且是破解夸克和胶子基本相互作用的非微扰性质不可

或缺的一步。

本研究还关注 𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬散射。我们通过将颜色-自旋指标映射到权重指标，
而重新构造了单核子算符，极大简化了双重子关联函数中复杂的缩并问题。根据收缩

性质的不同，我们构造了四种不同的两点关联函数来组成关联矩阵。我们测试了在不

同源下 𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬关联函数和有效质量，然后对 𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬的两点关联函数
分别进行两态拟合，得到有效质量范围。此外，我们对 𝑝 − 𝛬体系进行变分分析，抽
取出基态和第一激发态。我们关注 3𝑆1通道上的 𝑝 − 𝛬相互作用，我们从四点关联函
数中抽取 NBS波函数，并用 HAL QCD的方法对 NBS波函数进行求导等处理以抽取
有效势的领头阶。我们对得到的有效势领头阶进行高斯势的拟合，在有限格点长度下

给出良好的拟合效果。这些结果在未来的研究中将被用于计算散射相移，进而计算散

射长度。

关键词：六夸克，双核子，格点量子色动力学，有效质量，相互作用
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ABSTRACT

Within the framework of lattice quantum chromodynamics (LQCD), we primarily ana-
lyze the hidden charm and hidden strange hexaquarks, 𝑝-𝑛 and 𝑝-𝛬 scattering, as well as the
𝑝-𝛬 interaction.

This study first introduces the path integral formalism for computing expectation values
of physical observables in lattice QCD, including quantities like configurations, gauge links,
etc. We derive the discretized lattice QCD action and demonstrate the Markov chain Monte
Carlo simulation process using the examples of 1+1 dimensional U(1) and SU(2) groups.
Additionally, we outline the general method for calculating hadron spectra in lattice QCD,
providing a theoretical foundation for subsequent research.

Our focus is directed towards the hexaquark system. Under four quantum numbers, we
construct hexaquark operators with the hadronic component 𝑢 𝑠 𝑐 𝑑 𝑠 𝑐 to construct the cor-
relation matrix. By analyzing the time dependence of the matrix elements, we extract the
effective mass of this quasi-hexaquark particle from the two-point correlation functions. In
this process, we employ Jackknife and covariance matrix to handle the data and describe un-
certainties. Furthermore, we use constant fits, two-state fits, and the Model Average method
on the generated two-point correlation matrix elements to obtain the ground-state energy.
The final hexaquark ground-state energy lies within 3.9-4.4 GeV, providing a signal range
for experimental exploration of hexaquarks. This could enrich the multifunctional structure
of multiquarks and is an indispensable step towards unraveling the non-perturbative nature
of fundamental quark and gluon interactions.

This study also focuses on 𝑝-𝑛 and 𝑝-𝛬 scattering. By mapping color-spin indices to
weight indices, we reconstruct single-nucleon operators. Based on different contraction prop-
erties, we construct four types of two-point correlation functions to form the correlation ma-
trix. We test the 𝑝-𝑛 and 𝑝-𝛬 correlation functions and effective masses under different
sources, then perform two-state fits on the 𝑝-𝑛 and 𝑝-𝛬 two-point correlation functions to
obtain effective mass ranges. Additionally, we conduct a variational analysis on the 𝑝-𝛬
system, extracting the ground state and first excited state. We focus on the 𝑝-𝛬 interaction
in the 3𝑆1 channel, where we extract the NBS wave function from the four-point correlation
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function. We then employ the HAL QCD method, performing operations such as taking
derivatives on the NBS wave function to extract the leading order of the effective potential.
We fit the leading-order potential to a Gaussian potential, yielding good fits within the finite
lattice length.These results will be used in future studies to calculate the scattering phase shift
and the scattering length.

Key words: hexaquark, dinucleon, lattice QCD, effective mass, interaction
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第一章 绪论

1.1 引言

从史书被记载开始，人们对于微观世界的探索从未停止。古希腊哲学家最早提

出” 原子” 的概念, 如 Leucippus 和 Democritus 认为物质由不可分割的小颗粒” 原子”
构成，这是最初的微观世界理论萌芽。时间快进到近代，1897年, J. J. Thomson发现
了电子,证实了原子的存在; 1911年, Rutherford 通过 𝛼 射线散射实验,发现原子中有
极小的正电核; 1913年, Bohr提出了简单的行星式原子模型; 1925年, Heisenberg提出
矩阵力学; 1926年, Schrödinger建立了波函数理论,两者在数学上等价,共同奠定了量
子力学的基础理论等等。实验技术的突破和理论思想的革新成为了粒子物理最坚实

的根基,无数的研究者为之浇灌施肥,现如今已然蓬勃生机。

图 1–1 粒子物理标准模型（选自维基百科）

在现代粒子物理学中，宇宙中的物质被认为由一些基本粒子构成，其中包括费米

1
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子和玻色子，其中自旋为半数的费米子组成物质，自旋为整数的玻色子传递相互作

用。在粒子物理中，标准模型描述了强相互作用、弱相互作用和电磁相互作用这三种

基本的相互作用，借助于量子场论来描述粒子与相互作用之间的关系，并且合理地给

出了费米子和玻色子的不同类型。

其中，费米子包括夸克和轻子，夸克包括电荷量为 2/3的上夸克 (u)、粲夸克 (c)、
顶夸克 (t)夸克和电荷量-1/3的下夸克 (d)、奇夸克 (s)、底夸克 (b)，并且每种夸克有
三种颜色；轻子包括电荷量为-1的电子、𝜇子和 𝜏子和它们对应的中微子。这些粒子

的反粒子电荷量与正粒子相反。

玻色子则是传递基本相互作用的载体。它包括没有静质量的光子（传递电磁力）、

有静质量的𝑊±及 𝑍 玻色子[1]（传递弱相互作用）和胶子（传递强相互作用）。此外，

标准模型还预言了希格斯玻色子的存在，这是一种与赋予基本粒子质量的粒子，其存

在已于 2012年在欧洲核子研究组织的大型强子对撞机上获得实验证实[2]。

量子场论是标准模型的理论基础，在其框架中，所有的基本粒子都有其对应的

场，通过满足欧拉-拉格朗日方程（Euler-Lagrangian equation）的拉格朗日量来构建其
动力学。在量子场论的发展过程中，由于电磁相互作用和弱相互作用的耦合常数相对

较小，物理学家提出了量子场论中的微扰论方法，使得诸如散射截面、衰变常数等物

理量可以通过相互作用项的级数展开进行计算。

当我们将研究对象聚焦于强子时，理论学家提出组成强子的夸克具有禁闭性质

而从未被单独观测，此外，大动量转移下的电子-质子散射实验证实了质子由称为部分
子的近乎自由的点状成分构成，这些部分子后来被确认为夸克。量子色动力学 (QCD)
统一地描述了这些性质，成为了一个基于 𝑆𝑈 (3)群的规范理论[3]。规范原理[4]引入了

胶子场，承载了传递夸克之间强相互作用的功能，并且通过引入耦合常数 g描述夸克
与胶子之间的相互作用强度，当能标降低时，相互作用增强，夸克和胶子之间的强耦

合作用变得极为剧烈，QCD进入非微扰区域，在此能标下，为了合理地研究强子结
构、组分等问题，我们要恰当地使用一些非微扰方法。K.Wilson在 1974年提出的格
点量子色动力学 (Lattice QCD)是一个重要的非微扰方法[5]。在格点 QCD理论中，通
过将四维时空离散化成有限的格点网络，夸克被放置在这些格点上，代表旋量场所在

的位置，而胶子则存在于相邻格点之间的连接线上，称为规范链接。这种离散化的方

法使得使用计算机模拟来计算各种强相互作用过程和性质成为可能。在格点量子色

动力学中，夸克场和胶子场被离散化处理为有限大小的时空格点，这使得我们可以用

蒙特卡罗方法去数值求解。特别的是，通过这种方法计算出的关联函数的欧几里得时

2
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间依赖性，使得我们可以确定各种强子的离散谱。因此，格点量子色动力学为我们探

索许多物理量，如色散谱、散射相位和辐射跃迁等，提供了一种类似于第一性原理的

技术[6-7]。

1.2 本文研究主要内容

图 1–2 左图：夸克模型定义的重子态、介子态及超出夸克模型的奇特态；右图：d*六夸克的形
成过程

针对一些理论学家提出了紧致四夸克态、强子分子态等等[8-9]，这些结构是否是

强子态，如果是强子态那么它们的组分是什么，解释这些问题的核心困难在于，判定

强子的内部结构是一个非微扰的问题，只能通过非微扰方法进行描述，而我们关心

的六夸克体系，在 2020年，约克大学一实验团队在氘核光致衰变过程中，发现了 𝑑∗

六夸克的形成[10]。强子物理学中最常见的问题之一是建立奇特强子态的存在，它违

反了介子的夸克反夸克解释和重子的三夸克分配[11-13]。这种准奇特强子态最近在各

种实验测量中被发现并得到了证实，但大多数都集中在四夸克和五夸克上[14-18]。六

夸克作为单强子结构的主张在 1964年首次提出，一个著名的实现是氘[11,19]。

由三个夸克和三个反夸克组成的强子属于一类六夸克，这不是实验建立的。除了

轻夸克，隐粲夸克和隐底六夸克特别有趣，因为重夸克具有更大的质量，因此更容易

与普通介子区分开来。在这篇论文中，我们关注包含三个夸克和三个反夸克的隐粲和

隐奇六夸克，希望能够通过格点 QCD的方法进行研究，抽取其有效质量，得到强子
能谱，并且由此得到更多的启示。

除此之外，我们将目光拓展到核物理领域，核物理的主要目标之一是从统一的

角度去理解强子-强子的相互作用。为了实现这一目的，许多实验团队进行了大量
的核子-核子 (NN)和超子-核子 (YN)的散射数据的测量[20]。超子-核子 (YN)相互作
用主要通过三种方法研究: 第一种是在重离子碰撞中提取超子-核子 (YN) 关联函数,
第二种是研究超核, 第三种是研究超子-核子 (YN) 散射。除了格点 QCD, 用于描述

3
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强子-强子强相互作用的理论方法可以分为三类: 介子交换模型、夸克模型和有效场
论。[21-23]NPLQCD合作组详细研究了有限体积中的 NN系统,考虑了散射和束缚态,并
提出了使用格点 QCD研究超核物理的优势[24-25]。

在本篇论文中，我们要将研究对象聚焦到 𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬散射上，利用格点量子
色动力学的方法构造它们的关联函数，抽取得到强子能谱，同时寻找合适的收缩方

式来简化双重子系统中复杂的关联函数缩并问题，采用不同类型的“源”来合理地描

述此物理过程，追求信噪比的显著增大，利用格点 QCD的优势提高计算精度。并且，
我们还要进一步研究强子-超子相互作用势，构造相关的波函数，研究有效质量等物
理可观测量的距离依赖性，从而用格点量子色动力学对 𝑝 − 𝛬相互作用进行较为全面
的描述。

1.3 本文研究意义

本论文首先聚焦于部分奇特强子态的研究，这些奇特强子具有非常特殊的特征，

如多夸克构型，其内部结构令人着迷。了解这些态对我们理解物质的强相互作用提供

了关键见解。我们提出了一种隐粲和隐奇六夸克模型，这是一种令人兴奋的新兴物理

现象。通过格点量子色动力学，我们研究了这些新的奇特六夸克态，并获得了它们的

有效质量。这是对强子结构和强子谱的新颖研究，可以有助于在未来的实验中验证这

些奇特强子态是否存在。

其次，本论文利用格点量子色动力学对 𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬 散射进行研究,同样具有
重要的理论和实验意义。𝑝 − 𝑛 和 𝑝 − 𝛬 散射过程涉及强子之间的强相互作用,是量
子色动力学的一个重要研究领域。格点 QCD作为从第一性原理计算强子性质的理论
工具,可以为这些过程提供可靠的理论预言，这些理论预言可以为发展有效场论模型
等理论模型提供参考和约束。𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬散射是核物理、粒子物理等实验中的重
要研究对象,有大量的精确实验数据等待理论解释，𝑝 − 𝛬散射可以提供关于 𝛬超子

性质的信息,对研究奇异物质等极端条件下的强子物质性质有重要指导意义。对于 𝑅

依赖性的有关研究可以对核子-核子、超子-核子相互作用的研究提供理论模型上的参
考，同时提供一些实验上物理可观测量的特征信号。
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第二章 格点量子色动力学

2.1 格点 QCD的理论基础

2.1.1 格点 QCD作用量

在格点量子色动力学中，我们对于某一物理可观测量的计算是基于路径积分量子

化的，量子系统存在无数条按照一定概率密度分布的路径，这个概率密度由 𝑃 = 𝑒−𝑆

给出，其中 𝑆表示作用量。根据路径积分量子化的理论，在 QCD框架下研究任意物
理可观测量的期望值可以用以下公式表示[26]:

〈0|𝑂̂ |0〉 =
∫
[𝑑𝜓] [𝑑𝜓] [𝑑𝐴]𝑂̂𝑒−𝑆 (𝜓,𝜓,𝐴)∫
[𝑑𝜓] [𝑑𝜓] [𝑑𝐴]𝑒−𝑆 (𝜓,𝜓,𝐴)

(2-1)

其中 𝜓, 𝜓 分别为夸克场和反夸克场，𝐴为胶子场，分母部分也被称为配分函数。我

们通常会产生大量的路径用上述积分来对某一物理可观测量进行计算，但是前提条

件是我们用于路径积分中的这些样本，一定是符合 𝑒−𝑆 的分布的，因此，如何得到满

足这种分布的路径（称之为组态）成为一个重要的问题。

首先，我们需要在格点上得到合适的作用量 𝑆(𝜓, 𝜓, 𝐴)。在格点 QCD研究中，对
胶子场的描述不直接使用矢量 𝐴𝑎

𝜇，而是采用其在空间中最短距离上的积分——威尔

逊线，也称为规范链接（Link），用 𝑈𝜇 (𝑛) 来表示，其中 𝑛为四维欧氏空间中的某一

点,𝜇为格点的某一方向。𝑆𝑈 (𝑁)规范理论中的规范链接就是 𝑁 × 𝑁 的幺正矩阵[27]：

𝑈𝜇 (𝑛) = 𝑒𝑖𝑎𝐴𝜇 (𝑛) = 1 + 𝑖𝑎𝐴𝜇 (𝑛) + O(𝑎2),𝑈−𝜇 (𝑛) = 𝑈†
𝜇 (𝑛 − 𝜇̂) (2-2)

基于规范链接的物理性质，我们定义了格点 QCD计算中一个非常常用的物理量——
最小威尔逊圈（plaqutte）：

𝑈𝜇𝜈 (𝑛) = 𝑈𝜇 (𝑛)𝑈𝜈 (𝑛 + 𝜇̂)𝑈−𝜇 (𝑛 + 𝜇̂ + 𝜈̂)𝑈−𝜈 (𝑛 + 𝜈̂)

= 𝑈𝜇 (𝑛)𝑈𝜈 (𝑛 + 𝜇̂)𝑈𝜇 (𝑛 + 𝜈̂)†𝑈𝜈 (𝑛)† (2-3)

在格点上，最小威尔逊圈的定义其实就是将 n处的周围一圈的规范链接按照逆时针
方向依次相乘，其中 𝜇, 𝜈分别是横纵网格的正方向。它是威尔逊圈（Wilson loop）的
一个特例，也是格点 QCD中最小的威尔逊圈。
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图 2–1 格点空间中最小威尔逊圈（plaquette）的示意图

在连续时空中，QCD的完整作用量中费米子部分的表达式为：

𝑆𝐹 [𝜓, 𝜓, 𝐴] =
∫
𝑑4𝑥𝜓(𝑥)(𝛾𝜇 (𝜕𝜇 + 𝑖𝐴𝜇 (𝑥)) + 𝑚)𝜓(𝑥) (2-4)

当我们采用规范链接场𝑈𝜇 (𝑛)来代替胶子场，格点 QCD将费米子作用量欧氏空
间中进行离散化的形式为：

𝑆𝐹 [𝜓, 𝜓, 𝐴] = 𝑎4
∑
𝑛∈𝛬

𝜓(𝑛)
{

4∑
𝜇=1

𝛾𝜇
𝑢𝜇 (𝑛)𝜓(𝑛 + 𝜇̂) −𝑈−𝜇 (𝑛)𝜓(𝑛 − 𝜇̂)

2𝑎
+ 𝑚𝜓(𝑛)

}
(2-5)

其中 a为格距，m为费米子的质量，𝛬为全空间格点集合。
相应地，由于胶子具有自相互作用的性质，我们可以写出连续闵氏空间中胶子场

的作用量项：

𝑠𝐺 [𝐴] =
∫
𝑑4𝑥 Tr[𝐹𝜇𝜈 (𝑥)𝐹𝜇𝜈 (𝑥)] (2-6)

接着，使用规范链接𝑈𝜇 (𝑛)代替胶子场，并将其表达为离散欧氏时空中的形式：

𝑠𝐺 [𝐴] =
2
𝑔2

∑
𝑛∈𝛬

∑
𝜇<𝜈

Re 𝑡𝑟 [1 −𝑈𝜇𝜈 (𝑛)] (2-7)

(2-7)式的详细推导见附录1

2.1.2 格点 QCD中的组态的产生

在格点量子色动力学中，我们通常会产生大量的组态用路径积分来对某一物理

可观测量进行计算。依据路径积分理论，我们需要生成按照一定概率密度 𝑃 = 𝑒−𝑆𝐺 [𝑈 ]

分布的经典路径组态，我们对 U(1)和 SU(2)变换进行操作。为了产生这些组态，一
个直观的方法是使用马尔可夫链（Markov chain）的蒙特卡洛（Monte Carlo）模拟[28]，

我们将组态的更新过程定义为“𝑈𝜇 (𝑛) → 𝑈′
𝜇 (𝑛)”的转移，并将这一转移概率记为：
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𝑃(𝑈′
𝜇 (𝑛) |𝑈𝜇 (𝑛)) = 𝑇 (𝑈′

𝜇 (𝑛) |𝑈𝜇 (𝑛)) (2-8)

该转移概率要满足蒙特卡洛模拟中的细致平衡条件：

𝑃(𝑈)𝑇 (𝑈′ |𝑈) = 𝑃(𝑈′)𝑇 (𝑈 |𝑈′)

𝑒−𝑆 [𝑈 ]𝑇 (𝑈′ |𝑈) = 𝑒−𝑆 [𝑈′ ]𝑇 (𝑈 |𝑈′) (2-9)

一般来说，在规范场格点模拟中产生组态的步骤分为：

• 选择初始组态𝑈0

• 通过微小变化将𝑈𝑛更新为𝑈𝑛+1，然后计算接受概率：

𝑇𝐴(𝑈𝑛+1 |𝑈𝑛) = 𝑚𝑖𝑛{1, 𝑒𝑆 [𝑈
′ ]−𝑆 [𝑈 ]} (2-10)

• 若 𝑈𝑛+1 被接受，则 𝑈𝑛+1 作为新组态重复上述第二步；若 𝑈𝑛+1 没有被接受，则

保持𝑈𝑛作为组态继续重复上述第二步。

在经过许多次迭代之后，我们能够获得相应数量的路径的组态，这些组态按

𝑒−𝑆 [𝑈 ] 概率分布，然后我们可以利用这些组态进行物理测量。其中，在实现整个蒙

特卡洛模拟的过程中，我们将以 1+1维的 U(1)、SU(2)组态作为例子，来对数值计算
的细节和马尔科夫链的产生进行演示。

首先对于 U(1)群来说，𝑈𝜇𝜈 (𝑛) = 𝑒𝑖𝛼𝜇𝜈 (𝑛) , 𝑁 = 1，Wilson规范作用量可以写做：

𝑆𝐺 [𝑈] = 𝛽
∑
𝑛

∑
𝜇<𝜈

Re[1 −𝑈𝜇𝜈 (𝑛)] (2-11)

那么我们将组态进行初始化之后，遍历格点空间中的每个坐标，对于某一点，分别改

变 Link，其中对于 U(1)群而言就是微调相位，步长为 𝛿 ∈ (−𝜀, 𝜀),然后计算改变前后
的 𝛥𝑆,判断是否更新，计算每次迭代后组态的平均 plaqutte。我们依次改变步长，观
察步长对于迭代速度的影响，得到步长越短，越早达到蒙特卡洛模拟的平衡的结论。

7
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图 2–2 1+1维 U(1)组态的 plaquette随迭代时间变化。从左到右迭代步长依次是
𝜀 = 𝜋, 𝜋/5, 𝜋/10,平均 plaquette依次为 0.912(13),0.914(15),0.914(15)

其次，对于 1+1维的 SU(2)群，𝑈𝜇𝜈 (𝑛)是一个 2×2的复矩阵 (𝑈 = 𝑥0𝐼+𝑖®𝑥 · ®𝜎),𝑁 = 2，

Wilson规范作用量可以写做：

𝑆𝐺 [𝑈] =
𝛽

2

∑
𝑛

∑
𝜇<𝜈

Re 𝑡𝑟 [1 −𝑈𝜇𝜈 (𝑛)] (2-12)

在该规范场蒙特卡洛模拟与 U(1)变换中较大的不同还在于 Link更新的方式：

𝑈𝜇 (𝑛)′ = 𝑋𝑈𝜇 (𝑛) (2-13)

我们通过一个全新的幺正矩阵 𝑋 进行 Link矩阵的更新，其中 𝑋 的构造方式为：

(1)选择四个随机数 {𝑟0, 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3} ∈ (−1/2, 1/2)
(2)令 ®𝑟 = (𝑟1, 𝑟2, 𝑟3),®𝑥 = 𝜀®𝑟/|®𝑟 |，𝑥0 = sign(𝑟0)

√
1 − 𝜀2

其中 𝜀 ∈ (−1, 1)，作为控制 𝑋 矩阵偏移单位矩阵程度的参数。

(3)利用 𝑥0, ®𝑥计算 𝑋 矩阵：𝑋 = 𝑥0𝐼 + 𝑖®𝑥 · ®𝜎

图 2–3 1+1维 SU(2)组态的 plaquette随迭代时间变化

8
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表 2–1 1+1维 SU(2)组态在不同参数下的 plaquette

𝛽 1 1 1.1 1.2 1.5

𝐿𝑥 = 𝐿𝑡 8 16 8 8 8

plaquette 0.47643(10) 0.48431(49) 0.52331(99) 0.58907(92) 0.68405(94)

2.2 强子谱的计算

一般来说，在格点场中强子谱的计算可以分为以下几个步骤[29-30]：

• 建立具有期望量子数的算符基 (basis of operators) {𝑂1, 𝑂2, ...},再构造关联函数
矩阵:

𝐶𝑖 𝑗 = 〈0|𝑂𝑖𝑂
†
𝑗 |0〉 =

∑
𝑛

𝑍𝑛
𝑖 𝑍

𝑛∗
𝑗 𝑒

−𝐸𝑛𝑡 (2-14)

• 接着处理广义本征值求解问题 (generalized eigenvalue problem):

𝐶𝑖 𝑗𝑣
(𝑛)
𝑗 (𝑡) = 𝜆𝑛(𝑡)𝐶 (0)

𝑖 𝑗 𝑣
(𝑛)
𝑗 (𝑡) (2-15)

• 从中抽取得到的特征值满足:

𝜆𝑛(𝑡) ∼ 𝑒−𝐸𝑛𝑡 (1 + 𝑒−𝛥𝐸𝑡) (2-16)

对关联函数矩阵进行对角化，得到的本征值具有指数衰减行为。因此，可以从

本征值的有效质量平台中抽取出精确的能量。

2.3 本章小结

本章首先介绍了格点量子色动力学 (lattice QCD) 的理论基础。我们从路径积分
量子化的角度出发,给出了任意物理可观测量期望值的计算公式。为了在格点上进行
计算,我们引入了规范链接场和最小威尔逊环等重要概念,并将连续时空中的 QCD作
用量离散化为格点作用量的形式。

接下来, 我们阐述了如何通过蒙特卡罗模拟生成满足某一概率分布的格点配置
(组态)。我们以 1+1维 U(1)和 SU(2)群为例,详细展示了马尔可夫链蒙特卡罗模拟的
流程,包括组态更新、接受率计算等步骤,并给出了数值结果。
最后,本章概述了在格点 QCD中计算强子谱的一般方法。需要首先构造具有期

望量子数的算符基,计算相应的两点关联函数矩阵。通过处理广义本征值问题并分析
本征值的指数衰减行为,即可从中抽取出精确的能量值。

9
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第三章 隐粲和隐奇六夸克态

3.1 理论框架

3.1.1 两点关联函数

我们分析波函数𝛹 ,一般认为𝛹 = 𝛹 (®𝑥, 𝑡),但是这样会忽略掉自旋等因素，这也
就没有办法帮助我们将一些粒子区分开，因此，我们令𝛹 =𝛹 (®𝑥, 𝑡, ......),包括其他指
标。不妨在此基础上先引入描述电子自旋的函数 𝑑 = 𝑑 (®𝑥, 𝑡),同时为了区别开正反粒
子，加入上角标 𝑖 , 𝑑𝑖 (®𝑥, 𝑡)(𝑖 = 1, 2, 3, 4)

分别代表正粒子的自旋投影为 1/2和-1/2；反粒子的自旋投影为 1/2和-1/2。另外，
如果我们在夸克层面进行研究的话，还必须引入一个变量来描述该粒子的颜色，于是

引入下角标 a, 𝑑𝑖𝑎 (®𝑥, 𝑡) (𝑎 = 1, 2, 3)分别代表 red，green，blue。于是我们得到组成 𝜋介

子关联函数的时间相关量：

𝑂̂ 𝜋 = 𝑢𝛾5𝑑 = ((𝑢)𝑖𝑎)†(𝛾5)𝑖 𝑗4∗4𝑑
𝑖
𝑎 (3-1)

（1.3.1）式相当于 1*4的行向量乘 4*4的矩阵乘 4*1的列向量，已知 𝜋介子两点关联

函数的厄米共轭为

𝑂̂+
𝜋 = 𝑑𝛾5𝑢 (3-2)

(3-2)式给出 𝜋介子两点关联函数的形式：𝐶2(𝑡) = 〈0|𝑂̂ (®𝑥, 𝑡)𝑂̂†(®𝑦, 0) |0〉

〈𝑂̂ 𝜋 (®𝑥, 𝑡)𝑂̂†
𝜋 (®𝑦, 0)〉 = 〈0|𝑂̂ (®𝑥, 𝑡)𝑂̂†(®𝑦, 𝑡 = 0) |0〉

= 𝛴 〈0|𝑢𝑖𝑎𝛾
𝑖 𝑗
5 𝑑

𝑗
𝑎 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑖

′

𝑎′𝛾
𝑖′ 𝑗′

5 𝑑
𝑗′

𝑎′ (𝑦, 𝑡 = 0) |0〉

= 𝛴 〈0|𝐶 𝑗′𝑖
𝑎′𝑎𝛾

𝑖 𝑗
5 𝐶

𝑗𝑖′

𝑎𝑎′𝛾
𝑖′ 𝑗′

5 |0〉

= 𝑡𝑟𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑠𝑝𝑖𝑛 (𝐶 𝛾5𝐶𝛾5) (3-3)

质子算符由 Draic基给出的定义为[27]：

𝑂 𝑝 = 𝜀𝑎𝑏𝑐 (𝑢𝑎𝛼 (𝑥)𝑇 (𝐶𝛾5)𝛼𝛽𝑑𝑏𝛽 (𝑥))𝑢𝑐𝛾 (𝑥) (3-4)

同样对于质子，我们采用同样的方式对矩阵元进行收缩，注意到质子是费米子，

10
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下式中由负号“-”连接的两项来源于波函数的反对称性（anti-symmetry）。

〈𝑂 𝑝𝑂 𝑝〉 = 〈𝜀𝑎𝑏𝑐 (𝑢𝑎𝛼 (𝑥)𝑇 (𝐶𝛾5)𝛼𝛽𝑑𝑏𝛽 (𝑥))𝑢𝑐𝛾 (𝑥) (𝑃±)𝛾𝛾′𝜀𝑎
′𝑏′𝑐′𝑢𝑐

′

𝛾′ (𝑦) (𝑢𝑎
′

𝛼′ (𝑦) (𝐶𝛾5)𝛼′𝛽′𝑑
𝑏′

𝛽′ (𝑦)𝑇)〉

= 𝜀𝑎𝑏𝑐𝜀𝑎
′𝑏′𝑐′ (𝐶𝛾5)𝛼𝛽 (𝐶𝛾5)𝛼′𝛽′ (𝑃±)𝛾𝛾′ 〈𝑑𝑏𝛽 (𝑥)𝑑

𝑏′

𝛽′ (𝑦)𝑇〉×

[〈𝑢𝑎𝛼 (𝑥)𝑇𝑢𝑎
′

𝛼′ (𝑦)〉〈𝑢𝑐𝛾 (𝑥)𝑢𝑐
′

𝛾′ (𝑦)〉 − 〈𝑢𝑎𝛼 (𝑥)𝑇𝑢𝑐
′

𝛾′ (𝑦)〉〈𝑢𝑐𝛾 (𝑥)𝑢𝑎
′

𝛼′ (𝑦)〉]

= 𝜀𝑎𝑏𝑐𝜀𝑎
′𝑏′𝑐′ (𝐶𝛾5)𝛼𝛽 (𝐶𝛾5)𝛼′𝛽′ (𝑃±)𝛾𝛾′ (𝐷−1

𝑑 )(𝑥, 𝑦)𝑏𝑏′

𝛽𝛽′×

[(𝐷−1
𝑢 )(𝑥, 𝑦)𝑎𝑎′

𝛼𝛼′ (𝐷−1
𝑢 )(𝑥, 𝑦)𝑐𝑐′𝛾𝛾′ − (𝐷−1

𝑢 ) (𝑥, 𝑦)𝑎𝑐′𝛼𝛾′ (𝐷−1
𝑢 ) (𝑥, 𝑦)𝑐𝑎′

𝛾𝛼′] (3-5)

对于我们最为关心的六夸克体系，我们选择的其夸克组分为：𝑢 𝑠 𝑐 𝑑 𝑠 𝑐。我们

考虑到有四种不同的六夸克体系：𝐼 (𝐽𝑃𝐶) = 1(0++), 1(0−+), 1(1++), 1(1−−)，我们选择重
子反重子型作为六夸克算符，分别在这四种量子数 (𝐽𝑃𝐶)构造具有确定对称性的隐粲
隐奇六夸克算符：

0++ : 𝑂1 = 𝜀
𝑎𝑏𝑐𝜀𝑑𝑒 𝑓 [𝑢𝑇𝑎𝐶𝛾5𝑠𝑏] [𝑑𝑑𝐶𝛾5𝑠

𝑇
𝑒 ] × [𝑐 𝑓 𝑐𝑐]

0−+ : 𝑂2 = 𝜀
𝑎𝑏𝑐𝜀𝑑𝑒 𝑓 [𝑢𝑇𝑎𝐶𝛾5𝑠𝑏] [𝑑𝑑𝐶𝛾5𝑠

𝑇
𝑒 ] × [𝑐 𝑓 𝛾5𝑐𝑐]

1++ : 𝑂3 = 𝜀
𝑎𝑏𝑐𝜀𝑑𝑒 𝑓 [𝑢𝑇𝑎𝐶𝛾5𝑠𝑏] [𝑑𝑑𝐶𝛾5𝑠

𝑇
𝑒 ] × [𝑐 𝑓 𝛾𝑖𝛾5𝑐𝑐]

1−− : 𝑂3 = 𝜀
𝑎𝑏𝑐𝜀𝑑𝑒 𝑓 [𝑢𝑇𝑎𝐶𝛾5𝑠𝑏] [𝑑𝑑𝐶𝛾5𝑠

𝑇
𝑒 ] × [𝑐 𝑓 𝛾𝑖𝑐𝑐] (3-6)

然后从第一性原理对两点关联函数进行收缩计算：

𝐶2,𝑖 (𝑡) = 〈0|𝑂𝑖 (𝑡)𝑂†
𝑖 (0) |0〉 (3-7)

之后采用相同的方式收缩成求和形式并写入到程序中即可。

3.1.2 有效质量的抽取

我们知道薛定谔方程可以写成本征方程的形式，

𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
𝛹 (𝑥, 𝑡) = 𝐻̂𝛹 (3-8)

并且通过上述式子，我们可以求得薛定谔方程的解可以写成：

𝛹 (𝑥, 𝑡) = 𝑒− 𝑖𝐻̂𝑡
ℏ 𝛹 (𝑥, 0) (3-9)

在这里面，我们将波函数 𝜓 当成时间依赖的量，而像哈密顿量 𝐻̂，动量 𝑝 和势能都

是时间无关量，称之为薛定谔绘景（Schrödinger picture）与之对应的是海森堡绘景
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（Heisenberg picture）,讲述的是波函数不依赖于时间，而其他量依赖时间：

𝛹𝑆 ∼ 𝑡𝑖𝑚𝑒 − 𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡, 𝑂̂𝑆 ∼ 𝑡𝑖𝑚𝑒 − 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡

𝛹𝐻 ∼ 𝑡𝑖𝑚𝑒 − 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡, 𝑂̂𝐻 ∼ 𝑡𝑖𝑚𝑒 − 𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡

后来被证明他们是等价的，那既然是等价的，两者一定存在某种数学联系，对于波函

数而言，对𝛹𝐻 加上一个时间相关因子就可以得到𝛹𝑆，而对于其他算符，可以有以下

的转换关系

𝛹𝑆 = 𝑒−
𝑖𝐻̂𝑡
ℏ 𝛹𝐻 , 𝑂̂𝑆 = 𝑒−

𝑖𝐻̂𝑡
ℏ 𝑂̂𝐻𝑒

𝑖𝐻̂𝑡
ℏ (3-10)

对于薛定谔方程 𝐻̂ |𝑛〉 = 𝐸𝑛 |𝑛〉，其完备性可以表示为∑
𝑛

|𝑛〉〈𝑛| = 1 (3-11)

下面我们记海森堡绘景下的时间相关的可观测量的两点关联函数为 𝐶2(𝑡)为

𝐶2(𝑡) = 〈𝑂̂𝐻 (𝑡)𝑂̂𝐻 (0)〉 (3-12)

对于这样一个时间相关量 𝑂̂𝐻 (𝑡)，我们可以类似地写成

𝑂̂𝐻 (𝑡) = 𝑒−
𝑖𝐻̂𝑡
ℏ 𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0)𝑒 𝑖𝐻̂𝑡

ℏ (3-13)

则

𝐶2(𝑡) = 〈𝑒− 𝑖𝐻̂𝑡
ℏ 𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0)𝑒 𝑖𝐻̂𝑡

ℏ 𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0)〉

= 〈𝑒− 𝑖𝐻̂𝑡
ℏ 𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0)𝑒 𝑖𝐻̂𝑡

ℏ (
∑
𝑛

|𝑛〉〈𝑛|)𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0)〉 (3-14)

下面证明 𝑒
𝑖𝐻̂𝑡
ℏ |𝑛〉 = 𝑒 𝑖𝐸𝑛𝑡

ℏ |𝑛〉 :
对 𝑒

𝑖𝐻̂𝑡
ℏ 进行泰勒展开：

𝑒
𝑖𝐻̂𝑡
ℏ = 1 − 𝑖𝐻̂𝑡

ℏ
+

∞∑
𝑛

(𝑖𝐻̂𝑡/ℏ)𝑛
𝑛!

(3-15)

将展开式代入：

𝑒
𝑖𝐻̂𝑡
ℏ |𝑛〉 = (1 + 𝑖𝐻̂𝑡

ℏ
+

∞∑
𝑛

(𝑖𝐻̂𝑡/ℏ)𝑛
𝑛!

) |𝑛〉

= (1 + 𝑖𝐸1𝑡

ℏ
+

∞∑
𝑛

(𝑖𝐸𝑛𝑡/ℏ)𝑛
𝑛!

) |𝑛〉

= 𝑒
𝑖𝐸𝑛𝑡
ℏ |𝑛〉 𝑄𝐸𝐷

12
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所以在上述都成立的前提下，关联函数可以写做：

𝐶2(𝑡) = 〈𝑒− 𝑖𝐻̂𝑡
ℏ 𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0)𝑒 𝑖𝐻̂𝑡

ℏ (
∑
𝑛

|𝑛〉〈𝑛|)𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0)〉

=
∑
𝑛

〈𝑒− 𝑖𝐻̂𝑡
ℏ 𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0)𝑒 𝑖𝐸𝑛𝑡

ℏ |𝑛〉〈𝑛|𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0)〉

=
∑
𝑛

〈1|𝑒− 𝑖𝐻̂𝑡
ℏ 𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0)𝑒 𝑖𝐸𝑛𝑡

ℏ |𝑛〉〈𝑛|𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0) |1〉

=
∑
𝑛

〈1|𝑒−
𝑖𝐸1𝑡
ℏ 𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0)𝑒 𝑖𝐸𝑛𝑡

ℏ |𝑛〉〈𝑛|𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0) |1〉

=
∑
𝑛

𝑒
𝑖 (𝐸𝑛−𝐸1 )𝑡

ℏ 〈1|𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0) |𝑛〉〈𝑛|𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0) |1〉

=
∑
𝑛

𝑒
𝑖 (𝐸𝑛−𝐸1 )𝑡

ℏ 〈 𝑁 〉 (3-16)

其中 〈 𝑁 〉 ≡ 〈1|𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0) |𝑛〉〈𝑛|𝑂̂𝐻 (𝑡 = 0) |1〉
虽然我们已经能将两点关联函数参数化写成较为简洁的形式 (3-16)式,但是随之

而来的问题是，如果我们默认 𝐸𝑛 ≥ 𝐸1 ,指数部分就变成一个纯虚数，我们没有办法
利用计算机模拟得到一个确切的实的函数值，所以，引入虚时间，即

𝑡 = 𝑖𝜏 (3-17)

则

𝐶2(𝜏) =
∑
𝑛

𝑒
−(𝐸𝑛−𝐸1 )𝜏

ℏ 〈 𝑁 〉 (3-18)

那么它就是一个实值，考虑到它会随着时间进行指数型的衰减，我们对其展开来分

析，并保留其主值：

𝐶2(𝜏) = 〈𝑁 = 1〉 + 𝑒
−(𝐸2−𝐸1 )𝜏

ℏ 〈𝑁 = 2〉 + · · · (3-19)

下面我们要将指数 (𝐸2 − 𝐸1) 提取出来：对于上式，我们将时间取到很大的时候，指
数项将通通趋于 0，那么上式就只剩下 〈𝑁 = 1〉 ,即

𝐶2(𝜏) |𝜏→∞ = 〈𝑁 = 1〉 (3-20)

于是得到首项，那么我们记 𝐶̂2(𝜏) = 𝐶2(𝜏)−〈𝑁 = 1〉，那么 𝐶̂2(𝜏)首项就是 𝑒
−(𝐸2−𝐸1 )𝜏

ℏ 〈𝑁 =

2〉，同理

13
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𝐶̂2(𝜏) |𝜏′→∞′ = 𝑒
−(𝐸2−𝐸1 )𝜏

ℏ 〈𝑁 = 2〉 (3-21)

但是当时间趋于无穷大的时候，本身这个值也会趋于 0，但是其变化率趋于一个常数，
因此我们进行下面的操作

ln
𝐶2(𝜏)

𝐶̂2(𝜏 + 1)
|𝜏′→∞′ = ln

𝑒−
(𝐸2−𝐸1 )𝜏

ℏ

𝑒−
(𝐸2−𝐸1 ) (𝜏+1)

ℏ

=
(𝐸2 − 𝐸1)

ℏ
(3-22)

所以，如果我们能得到两点关联函数值，便可以通过上述分析，抽取出有效能量

的信息，利用质能方程 𝐸 = 𝑚𝑐2，我们便可以得到粒子的有效质量。

3.1.3 数据分析及 Jackknife重采样

我们通过采样平台得到了不同组态的数据，为了方便接下来的推导，我们做了如

下的定义：在之前的讨论中，我们已经知道如何将质量抽取，如果再进行单位换算，

Symbol Definition

𝑁𝑐𝑜𝑛 𝑓 组态数
𝑡 时间格点
𝑇 总时间
𝐶2(𝑡) 𝑡 时间的两点关联函数值
𝛥𝐶2(𝑡) 𝐶2(𝑡)的误差
𝑀 (𝑡) 在 𝑡 时刻计算得到的有效质量
𝛥𝑀 (𝑡) 𝑀 (𝑡) 的误差
𝑎 时间格点的间隔 (0.108 𝑓 𝑚)
𝑎0 单位换算系数 (ℏ𝑐/𝑎 = 0.197/0.108 𝐺𝑒𝑉)
𝐶′

2(𝑡) 经过 Jackknife处理过的两点关联函数值
𝛥𝐶′

2(𝑡) 𝐶′
2(𝑡)的误差

𝑀 ′ (𝑡) 经过 Jackknife处理过的有效质量
𝛥𝑀 ′ (𝑡) 𝑀 ′ (𝑡) 的误差

容易得到：

𝑀𝑖 (𝑡) = 𝑎0 ln
𝐶2𝑖 (𝑡)

𝐶2,𝑖 (𝑡 + 1) (3-23)

此时对于每个组态，通过前后时间的上述操作得到了 (𝑇 − 1) 个有效质量，我们
在同一个时间格点上来看，相当于对这个节点进行了 𝑁𝑐𝑜𝑛 𝑓 次测量，由此我们可以得

14
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到此刻的有效质量及其误差，同理对于原始数据——两点关联函数值，可以进行同样

的处理：

𝑀 (𝑡) =
∑

𝑖 𝑀𝑖 (𝑡)
𝑁 conf

, 𝛥𝑀 (𝑡) =

√∑
𝑖 (𝑀𝑖 (𝑡) − 𝑀 (𝑡))2

𝑁 conf (𝑁 conf − 1) (3-24)

𝐶2(𝑡) =
∑

𝑖 𝐶2,𝑖 (𝑡)
𝑁 conf

, 𝛥𝐶2(𝑡) =

√∑
𝑖 (𝐶2,𝑖 (𝑡) − 𝐶2(𝑡))2

𝑁 conf (𝑁 conf − 1) (3-25)

但是当我们将时间取到特别大的时候，我们的关联函数的值就会极其趋近于 0，
在实际模拟的过程中容易出现 𝐶2,𝑖 (𝑡) < 0的情况，而我们对于关联函数还需要进行

取对数的操作，如果只是简单的剔除这部分不好的数据，一方面我们不得不摒弃部分

数据，这样的话结果是不具有置信度的。因此，我们需要采取一些措施（方法）来对

这部分有瑕数据进行处理，而一个很好的方法就是 Jackknife重采样。我们对于每一
个组态的每个时刻的数据都进行如下的操作：

𝐶′
2,𝑖 (𝑡) =

𝑁𝑐𝑜𝑛 𝑓𝐶2(𝑡) − 𝐶2,𝑖 (𝑡)
𝑁𝑐𝑜𝑛 𝑓 − 1

(3-26)

在这种情况下，我们利用有瑕数据的出现概率低的特性，用好的数据来冲淡这部

分影响。但是，经过上述处理以后，我们不难发现上述过程相当于将数据集中化。

图 3–1 数据 Jackknife前后分布图

它所带来的后果是平均值不变，标准差变小，因此要还原原始数据的标准差，我

们还需要进行下面的处理：

𝛥𝐶′
2(𝑡) =

√
(𝑁𝑐𝑜𝑛 𝑓 − 1)

∑
𝑖 (𝐶

′
2,𝑖 (𝑡) − 𝐶′

2(𝑡))2

𝑁𝑐𝑜𝑛 𝑓

(3-27)

15



上海交通大学学位论文 第三章 隐粲和隐奇六夸克态

对两点关联函数值进行 Jackknife处理后我们再进行有效质量的计算，便可以避免部
分有瑕数据的影响，极大地降低了对于组态数 𝑁𝑐𝑜𝑛 𝑓 值的要求。

3.1.4 有效质量的常数拟合和关联拟合

接下来为了方便处理，我们令 𝐸1 = 0。通过上述处理，我们能够得到不同时间格

点处的质量，但是从 (3-28)式中，我们发现，当 𝜏较小时，后续指数项因子并没有趋

近于 0，而是还对我们的函数值起到一定的影响。

𝐶2(𝜏) = 〈𝑁 = 1〉 + 𝑒
−(𝐸2−𝐸1 )𝜏

ℏ 〈𝑁 = 2〉 + · · · (3-28)

并且我们进行格点计算时，采用的边界条件是周期性边界，即对于关联函数的值来

说，初值等于末值，这一点在图像和数据中有所体现，与此同时，周期性边界所带来

的的影响在于，我们在进行模拟的过程中，格点之间的影响可能来自于两边，因此相

当于从 𝑡 = 0和 𝑡 = 𝑇 两个起点向对面方向传播，因此，我们之前推导的两点关联函

数的形式：

𝐶2(𝜏) =
∑
𝑛

𝑒−
𝐸𝑛𝜏
ℏ 〈 𝑁 〉 (3-29)

应当变成：

𝐶2(𝜏) =
∑
𝑛

(𝑒− 𝐸𝑛𝜏
ℏ + 𝑒−

𝐸𝑛 (𝑇−𝜏)
ℏ )〈 𝑁 〉 (3-30)

所以我们在选择数据对有效质量进行大致拟合的时候，需要选择已经趋于平稳，

并且没有到中心点的数据，在确定拟合的起点 𝑡𝑚𝑖𝑛 和终点 𝑡𝑚𝑎𝑥 之后，作如下的操作,
便可以得到有效质量的大致拟合值。

𝑀𝑒 𝑓 𝑓 𝑒𝑐𝑡 =

∑𝑁𝑐𝑜𝑛 𝑓

𝑖=0
∑𝑡𝑚𝑎𝑥

𝑡𝑚𝑖𝑛
𝑀𝑖 (𝑡)

𝑁𝑐𝑜𝑛 𝑓 (𝑡𝑚𝑎𝑥 − 𝑡𝑚𝑖𝑛)
(3-31)

𝛥𝑀𝑒 𝑓 𝑓 𝑒𝑐𝑡 =

√√√∑𝑁𝑐𝑜𝑛 𝑓

𝑖=0 (
∑𝑡𝑚𝑎𝑥

𝑡𝑚𝑖𝑛
𝑀𝑖 (𝑡 )

𝑡𝑚𝑎𝑥−𝑡𝑚𝑖𝑛
− 𝑀𝑒 𝑓 𝑓 𝑒𝑐𝑡)2

𝑁 conf (𝑁 conf − 1) (3-32)

之前我们采用标准差对误差进行描述，忽略了不同组态和不同时间的数据间的

相互影响，我们无法得知的是，对于某个组态（𝑁𝑐𝑜𝑛 𝑓），时间格点 𝑡1对 𝑡2处的影响，

而对于不同组态也是如此。因此我们引入协方差矩阵用于描述数据间的关联。
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图 3–2 数据关联图

在某一时间节点处：𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3...𝑥𝑁𝑐𝑜𝑛 𝑓
)𝑇，则它的协方差计算方式 (nt = T)：

𝐶 = (𝑐𝑖 𝑗)𝑛𝑡×𝑛𝑡 =
©­­­«
𝑐1,1 · · · 𝑐1,𝑛𝑡
...

...

𝑐𝑛𝑡,1 · · · 𝑐𝑛𝑡,𝑛𝑡

ª®®®¬ (3-33)

其中

𝑐𝑖 𝑗 = 𝐶𝑜𝑣(𝑋𝑖, 𝑋 𝑗) (𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3...𝑛𝑡) (3-34)

我们去拟合曲线，需要目标函数，考虑到周期性边界条件，并且只考虑主项，之

前我们推导的两点关联函数的数学形式：

𝐶2(𝑡) = 𝑐0𝑒
−𝑚0𝑡/𝑎0 (1 + 𝛥𝑐𝑒−𝛥𝑚𝑡/𝑎0) + 𝑐0𝑒

−𝑚0 (𝑇−𝑡 )/𝑎0 (1 + 𝛥𝑐𝑒−𝛥𝑚(𝑇−𝑡 )/𝑎0) (3-35)

目前我们在研究两点关联函数性质的时候，对其误差采用标准差亦或协方差矩

阵进行描述，我们在最终拟合之前需要将中心值和误差转化为 gvar的格式，以便于
后续拟合。

于是我们已经有目标函数和采样数据，接下来我们需要对函数中的四个参数设

置初值，为了能够尽量准确的拟合出效果好的曲线，这里我们对于初值的中心值和误

差要有很多的考量，例如 𝑚0尽量选择常数拟合得到的有效质量，而 𝑐0的范围要和函

数初值在同一量级。

接着我们要选择拟合范围，之前我们说过，选择范围出于两方面的考量，一方面

t要足够大，才能讲主项抽取出来，二是因为我们采用周期性边界，所以以左边为例，
我们要尽可能避免右边界的影响，所以 t的选择不能太趋于时间中心。

f i t = l s q f i t . n o n l i n e a r _ f i t ( d a t a =( x f i t , y f i t ) ,
s v d cu t =1e −3 , p r i o r = p r i o r , f cn= f c n 2 p t )
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之后我们代入 lsqfit库中非线性拟合的函数即可，𝑛𝑜𝑛𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟 𝑓 𝑖𝑡 函数采用最速下
降法进行拟合，可以将得到的中心值、误差以及 𝜒2 值输出以方便后续处理。其中

svdcut为容差，prior为初始设置的参数，fcn为拟合的目标函数即 (3-35)式。
在常数拟合之后虽然采用有效质量图中相对平缓的部分进行两点关联函数的拟

合，但是往往我们遇到的有效质量并不符合我们预期的线型。同时，我们选用拟合的

部分非常小（仅占总数据的 15%），在某种程度上浪费了很多数据。
在这种情况下，我们一方面增大数据的利用率，一方面要在数据不符合预期的情

况下得到置信度高的结果，那么我们将引入Model Average方法[31]。

图 3–3 Model Average方法示意图

对于已经 Jackknife的数据，我们像往常一样求得其中心值和误差，之后我们要
选择一个拟合起点 𝑡𝑖 和终点 𝑡𝑡，但是与往常不同的是，我们要分别对 𝑡𝑖 ∼ 𝑡𝑡 , (𝑡𝑖 + 1) ∼
𝑡𝑡 , (𝑡𝑖 + 2) ∼ 𝑡𝑡 . . . 进行拟合，如此的过程我们称之为 ”𝑐𝑢𝑡”,cut的数目当然也由我们直
接决定，𝑡𝑖 后面加的数字定义为 𝑁𝑐𝑢𝑡，如此一来，我们得到了 𝑁𝑐𝑢𝑡 + 1组参数中心值

及误差。

我们不妨假设拟合函数 𝑓 (𝑥, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, . . . 𝑐𝑘)对某个参数 𝑐𝑖 (𝛥𝑐𝑖),根据不同的范围
拟合得到的 𝑐𝑖 在最后的计算中所占的权重当然是不同的，所以我们给出相对权重：

𝑝𝑟 𝑗 = 𝑒−
1
2 (𝜒2, 𝑗+2𝑘+2𝑁 𝑗

𝑐𝑢𝑡 ) (3-36)

其中 k为参数个数，𝜒2由各组拟合结果给出。最终在得到 𝑁𝑐𝑢𝑡 + 1组的相对权重后进

行归一化得到绝对权重：

𝑝 𝑗 =
𝑝𝑟 𝑗∑
𝑗 𝑝𝑟

𝑗
(3-37)

之后计算最终的中心值及误差：

𝑐𝑖 =
∑

𝑝𝑐𝑖 𝛥𝑐𝑖 =
∑

𝑝((𝛥𝑐𝑖)2 + (𝑐𝑖 − 𝑐𝑖)2) (3-38)

3.2 数值计算与结果分析

我们用于计算的格点组态由中国格点合作组 (CLQCD)提供，其初始参数为[32]：
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表 3–1 本研究中使用的组态。其中 𝛽为耦合系数，𝐿3 × 𝑇 为时空格点总长度 (单位为 𝑎)，𝑎为格
距，𝑚𝜋 为该套组态中的 𝜋介子参数质量，𝑚𝑙/𝑠/𝑐 为轻夸克、s夸克和 c夸克的参数质量

𝛽 𝐿3 × 𝑇 𝑎/ 𝑓 𝑚 𝑚𝑙 𝑚𝜋/𝑀𝑒𝑉 𝑚𝑠 𝑚𝑐

C11P29S 6.2 243× 72 0.108 -0.2770 285(2) -0.2400 0.4780

3.2.1 𝜋介子

我们对 𝜋介子的两点关联函数数据进行 Jackknife处理和可视化（图 3-4）。

图 3–4 𝜋介子的两点关联函数和有效质量

两点关联函数值关于 𝑇/2呈现出很好的对称性，如果单取 0到 𝑇/2的部分看，函
数值以指数型下降，初值在 105量级，但是在 𝑇/2已经完全趋于 0，同时通过 Jackknife
处理后，成功地保留了原始数据的中心值和误差，之后计算其有效质量，得到的 𝜋介

子有效质量拟合值，该值与我们选择的组态的 𝜋 介子参数质量在误差范围内基本一

致。

表 3–2 𝜋介子的有效质量及误差

𝐸 𝑓 𝑓 𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑀𝑎𝑠𝑠/𝐺𝑒𝑉

𝑃𝑖𝑜𝑛 0.286(10)

3.2.2 质子

我们利用之前构建的质子算符，将其按照 QDP++库中给出的缩并函数的形式进
行化简，具体计算过程见附录0–2。
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通过软件 chroma 对两点关联函数进行收缩计算，得到质子的两点关联函数值（图
3-5），并且常数拟合得到质子的有效质量，与实验值 938𝑀𝑒𝑉 很接近[33]。

图 3–5 质子的两点关联函数和有效质量

在实际做出质量图以后发现，有效质量的误差在 𝑡 = 15𝑎以后变化极大，我们只

能选择前面的平稳点进行拟合，这也反映出我们通过计算平均来拟合有效质量的方

式在一定程度上不合理，如果通过取对计算出的有效质量值摆动较大时，这个方法一

定不是我们的首选，但是通过对两点关联函数的观察，我们发现如果直接从两点关联

函数进行拟合等处理，0到 𝑇/2的部分仍能作为我们拟合的有效范围，这样便可以避
免有瑕数据对我们拟合的影响。

表 3–3 质子的有效质量及误差

𝐸 𝑓 𝑓 𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑀𝑎𝑠𝑠/𝐺𝑒𝑉

𝑃𝑟𝑜𝑡𝑜𝑛 0.9429(237)

3.2.3 隐粲和隐奇六夸克体系

我们按照之前的方法进行关联函数数据的生成,但是在处理数据的过程中将之前
的方法作为一种预处理（Jackknife和有效质量的常数拟合），然后我们首先计算它们
的协方差矩阵，再选用常数拟合的时间范围进行非线性拟合，其中误差项我们采用协

方差矩阵（关联矩阵）描述。

我们根据常数拟合的结果选用不同的时间片范围，再进行两态拟合得到：（表

3-4）
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图 3–6 四种量子数的六夸克体系的有效质量

表 3–4 六夸克态体系下拟合得到的质量和拟合参数

𝑚𝑎𝑠𝑠/𝐺𝑒𝑉 𝜒2/𝑑𝑜 𝑓 fit range / 0.108 𝑓 𝑚

1(0−+) 3.937 (94) 0.26 4 ∼ 20

1(1−−) 4.32 (11) 0.82 5 ∼ 18

1(0++) 4.385 (24) 0.98 8 ∼ 22

1(1++) 4.053 (24) 0.35 12 ∼ 25

但是因为我们只选用了一小部分时间片进行拟合，会浪费许多数据，同时也是为

了得到拟合效果更好，置信度更高的结果，因此我们采用Model Average的方法进行
拟合。

下面我们计算每个经过剪切的时间片对于最终结果的权重（图 3-7）

表 3–5 Model Average得到的六夸克基态质量

1(0−+) 1(1−−) 1(0++) 1(1++)

𝑚𝑎𝑠𝑠/𝐺𝑒𝑉 3.924(58) 4.39(13) 4.22(20) 3.950(31)

我们通过计算Model Average的 pr值，得到对结果有影响的时间片范围，我们发
现按照这种方法最终也仅有少量数据可以用于有效的拟合。最终得到的结果与直接
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(a) 0−+ (b) 1−−

(c) 0++ (d) 1++

图 3–7 选择的时间起点（t-min）对应的权重因子（pr）

拟合得到的基本一致。值得让人注意的一点是，我们得到具有夸克组分 𝑢 𝑠 𝑐 𝑑 𝑠 𝑐的

六夸克态与的大概阈值 4.938GeV相比低 700-1000 MeV[34]。同时最近在色磁相互作用

模型中进行的分析也发现，具有 𝑚0−+ = 3.815𝐺𝑒𝑉 和 𝑚1−− = 4.005𝐺𝑒𝑉 的 0−+ 和 1−−

的六夸克态有很大的结合能[35]。而且我们得到的六夸克态与某些三介子态的阈值十

分接近，例如 𝐾+𝐾−𝜂𝑐 的阈值为 3.971 GeV[34]。我们无法十分准确地给出在实验过程

中六夸克的特征信号，由于计算资源和时间等因素的限制，我们仅仅通过抽取和拟合

以及其他数学处理得到了基态六夸克的有效质量，在进一步，我们还要在不同介子质

量参数和不同格距下进行计算，通过手性和连续极限外推来研究六夸克态，从而给出

更加准确的结果。

3.3 本章小结

本章的研究内容涉及隐粲和隐奇六夸克态的性质和特点，特别关注了 𝜋介子、质

子、以及六夸克体系的性质。在研究 𝜋 介子和质子时，进行了两点关联函数的计算，

并对其进行 Jackknife处理和可视化分析，通过常数拟合最终得到了它们的有效质量。
本研究重点在于六夸克体系的研究，我们在四种量子数下构造了具有重子反重子类

型的六夸克算符，其夸克组分为：𝑢 𝑠 𝑐 𝑑 𝑠 𝑐，数值计算了它们的两点关联函数，并且

进行了非线性拟合和Model Average分析，得到了六夸克体系的质量，结果显示不同
六夸克态的质量分布在 3.9-4.4 GeV范围内，这与某些阈值以及理论模型的预期十分
接近，有助于实验上寻找这些奇特强子态。但是由于仅仅使用单组态进行计算，因此
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无法进行手征和连续极限外推，希望在未来能够填补这一部分，给出更加合理的特征

信号，为相关的高能物理实验提供可靠的理论基础。
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第四章 𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬散射

4.1 理论框架

4.1.1 单重子算符的构造

我们在本研究中采用标准的质子算符，对于点状的质子算符，我们在 Draic basis
中构造其算符：

𝑝𝜎 (𝑥) = 𝜀𝑎𝑏𝑐
1
√

2
[𝑢𝑎𝜁 (𝑥)(𝐶𝛾5𝑃+)𝜁 𝜉𝑑

𝑏
𝜉 (𝑥) − 𝑑𝑎𝜁 (𝑥)(𝐶𝛾5𝑃+)𝜁 𝜉𝑢

𝑏
𝜉 (𝑥)]

× [𝑃+(1 − (−1)𝜎𝑖𝛾1𝛾2)]𝜎𝜆𝑢
𝑐
𝜆(𝑥)

= 𝜀𝑎𝑏𝑐
1
√

2
𝑢𝑎𝜁 (𝑥) [(𝐶𝛾5𝑃+) − (𝐶𝛾5𝑃+)𝑇]𝜁 𝜉𝑑

𝑏
𝜉 (𝑥)

× [𝑃+(1 − (−1)𝜎𝑖𝛾1𝛾2)]𝜎𝜆𝑢
𝑐
𝜆(𝑥) (4-1)

其中 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ {1, 2, 3} 为 SU(3)颜色指标，𝜁, 𝜉, 𝜆 ∈ {1, 2, 3, 4} 为 Draic自旋指标。𝛾𝜇
为欧几里得空间下的 Gamma 矩阵，满足 𝛾𝜇

† = 𝛾𝜇, {𝛾𝜇, 𝛾𝜈} = 2𝛿𝜇𝜈, 𝐶 = 𝛾2𝛾4, 𝛾5 =

𝛾1𝛾2𝛾3𝛾4，其中 𝑃+ =
1+𝛾4

2 为正宇称投影算符。在将夸克场经过了 𝑃+投影之后，旋量

分量只有 2个非零项，以下是 (3-1)式中的投影矩阵：

(𝐶𝛾5𝑃+) − (𝐶𝛾5𝑃+)𝑇 =

©­­­­­­«
0 −2 0 0

2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

ª®®®®®®¬
𝑃+(1 − (−1)0𝑖𝛾1𝛾2) =

©­­­­­­«
2 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

ª®®®®®®¬
(4-2)

𝑃+(1 − (−1)1𝑖𝛾1𝛾2) =

©­­­­­­«
0 0 0 0

0 2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

ª®®®®®®¬
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为了简化之后的双重子关联函数中复杂的缩并问题，我们引入自旋-颜色权重𝑤 [𝑁 ]𝜎
𝛼 (Spin-

color weights)[36]，其中 𝛼 ∈ {1, 2, 3...N [𝑁 ]
𝑤 }，夸克场的自旋颜色指标被缩写成 𝑖 𝑗 𝑘，例

如 𝑖 = (𝜁, 𝑎) 包含着自旋和颜色两部分信息,大部分的 𝑤 [𝑁 ]𝜎 都是 0，构成一个稀疏矩
阵。

在夸克层面上，我们将质子、中子和 𝛬的算符映射（map）到自旋-颜色指标上，
得到

𝑝𝜎 (𝑥) =
∑
𝛼

𝑤 [𝑁 ]𝜎
𝛼 𝑢𝑖 (𝛼) (𝑥)𝑑 𝑗 (𝛼) (𝑥)𝑢𝑘 (𝛼) (𝑥)

𝑛𝜎 (𝑥) =
∑
𝛼

𝑤 [𝑁 ]𝜎
𝛼 𝑑𝑖 (𝛼) (𝑥)𝑢 𝑗 (𝛼) (𝑥)𝑑𝑘 (𝛼) (𝑥) (4-3)

𝛬𝜎 (𝑥) =
∑
𝛼

𝑤 [𝑁 ]𝜎
𝛼 𝑑𝑖 (𝛼) (𝑥)𝑢 𝑗 (𝛼) (𝑥)𝑠𝑘 (𝛼) (𝑥)

对应于每种 𝜎，颜色指标 {0, 1, 2}有 6种排列方式，所以对于单核子插值算符的 2种
𝜎,各有N [𝑁 ]𝜎

𝑤 = 12种权重指标，具体的单重子权重指标映射到自旋颜色指标的关系

表见附录0.3。此外，在以下的工作中，为了方便起见，我们没有使用夸克交换对成
型来对上述表格进行简化。

4.1.2 双重子和六夸克算符的构造

对于 𝑝−𝑛系统，其夸克组分为 𝑢𝑑𝑢和 𝑑𝑢𝑑，而对于 𝑝−𝛬系统，其夸克组分为 𝑢𝑑𝑢

和 𝑑𝑢𝑠，我们需要在确定的量子数下，分别构造具有一定对称性的 𝑝− 𝑛和 𝑝−𝛬双重
子和六夸克算符。首先我们构造六夸克算符，以下记作 𝐻𝜌𝑐𝑔 (𝑡)，其中 𝜌 ∈ {0, 1, 2, 3}
为不同算符量子数的指标，c表示我们采用质心动量系，g表示我们的夸克场经过规
范不变的 Gaussian-smearing，其定义如下[37-38]：

𝑞𝑖 (𝛼)𝑔 (®𝑥, 𝑡) =
∑
®𝑧∈𝛬

∑
𝑖′

𝑖 (𝛼)𝑖′∏
𝑔

𝑞𝑖
′ (𝛼) (®𝑧, 𝑡) (4-4)

其中 𝛬为格点空间中的所有坐标点，
∏𝑖 (𝛼)𝑖′

𝑔 为宽度为 g的 Gaussian smearing kernel。
分别在 𝐼 = 1, 𝐼𝑧 = 0（同位旋三重态，自旋单态）和 𝐼 = 0, 𝐼𝑧 = 1（同位旋单态，

自旋三重态）下,我们可以通过 𝑝𝜎𝑔和 𝑛𝜎𝑔构造六夸克算符 (以 𝑝 − 𝑛为例,𝑝 − 𝛬只需

25



上海交通大学学位论文 第四章 𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬散射

要将 𝑛算符替换为 𝛬算符即可)：

𝐻0𝑐𝑔 (𝑡) =
∑
®𝑥∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐻 ]
𝑐 (𝑥) [𝑝0𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑛1𝑔 (®𝑥, 𝑡) − 𝑛0𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑝1𝑔 (®𝑥, 𝑡)] (4-5)

𝐻1𝑐𝑔 (𝑡) =
∑
®𝑥∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐻 ]
𝑐 (𝑥)

√
2[𝑝0𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑛0𝑔 (®𝑥, 𝑡)] (4-6)

𝐻2𝑐𝑔 (𝑡) =
∑
®𝑥∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐻 ]
𝑐 (𝑥) [𝑝0𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑛1𝑔 (®𝑥, 𝑡) + 𝑝1𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑛0𝑔 (®𝑥, 𝑡)] (4-7)

𝐻3𝑐𝑔 (𝑡) =
∑
®𝑥∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐻 ]
𝑐 (𝑥)

√
2[𝑝1𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑛1𝑔 (®𝑥, 𝑡)] (4-8)

其中 𝛬𝑠 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) |0 ≤ 𝑥𝑘 < 𝐿, 𝑥𝑘 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑆)}，我们取简单稀疏化参数 𝑆 = 1，则

𝛬𝑠 依旧为全格点空间的位置坐标，𝜓
[𝐻 ]
𝑐 (𝑥) = 𝑒𝑖 ®𝑃𝑐 · ®𝑥 |𝛬𝑠

为稀疏空间波函数。

类似地，在夸克场层面上，我们将自旋颜色指标映射到权重指标上，则六夸克算

符被定义为[39]：

𝐻𝜌𝑐𝑔 (𝑡)𝑝−𝑛 =
∑
®𝑥∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐻 ]
𝑐 (®𝑥)

∑
𝛼

𝑤 [𝐻 ]𝜌
𝛼 𝑢𝑖 (𝛼)𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑑 𝑗 (𝛼)

𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑢𝑘 (𝛼)𝑔 (®𝑥, 𝑡)

× 𝑑𝑙 (𝛼)𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑢𝑚(𝛼)
𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑑𝑛(𝛼)𝑔 (®𝑥, 𝑡) (4-9)

𝐻𝜌𝑐𝑔 (𝑡)𝑝−𝛬 =
∑
®𝑥∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐻 ]
𝑐 (®𝑥)

∑
𝛼

𝑤 [𝐻 ]𝜌
𝛼 𝑢𝑖 (𝛼)𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑑 𝑗 (𝛼)

𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑢𝑘 (𝛼)𝑔 (®𝑥, 𝑡)

× 𝑑𝑙 (𝛼)𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑢𝑚(𝛼)
𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑠𝑛(𝛼)𝑔 (®𝑥, 𝑡) (4-10)

此时，对于 𝑝 − 𝑛体系，权重非零项分别有 N [𝐻 ]1
𝑤 = N [𝐻 ]3

𝑤 = 21,N [𝐻 ]0
𝑤 = N [𝐻 ]2

𝑤 = 32，

对于 𝑝 − 𝛬体系，权重非零项分别有 N [𝐻 ]1
𝑤 = N [𝐻 ]3

𝑤 = 48,N [𝐻 ]0
𝑤 = N [𝐻 ]2

𝑤 = 96，具体

映射关系的权重见附录0–2。
而对于双重子算符而言，我们记作 𝐷𝜌𝑚𝑔 (𝑡)，其中 𝑚代表质心动量 ®𝑃𝑚，双重子

算符与六夸克算符的不同首先在于，前后重子的夸克场分布在不同的位置 (®𝑥1, ®𝑥2)，其
次是空间波函数 𝜓 [𝐷 ]

𝑚 (®𝑥1, ®𝑥2)具有 ®𝑥1 ↔ ®𝑥2的对称性。双重子算符定义为（以 𝑝 − 𝑛为
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例）：

𝐷0𝑚𝑔 (𝑡) =
∑

®𝑥1, ®𝑥2∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐷 ]
𝑚 ( ®𝑥1, ®𝑥2) [𝑝0𝑔 ( ®𝑥1, 𝑡)𝑛1𝑔 ( ®𝑥2, 𝑡) − 𝑛0𝑔 ( ®𝑥1, 𝑡)𝑝1𝑔 ( ®𝑥2, 𝑡)] (4-11)

𝐷1𝑚𝑔 (𝑡) =
∑

®𝑥1, ®𝑥2∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐷 ]
𝑚 ( ®𝑥1, ®𝑥2)

√
2[𝑝0𝑔 ( ®𝑥1, 𝑡)𝑛0𝑔 ( ®𝑥2, 𝑡)] (4-12)

𝐷2𝑚𝑔 (𝑡) =
∑

®𝑥1, ®𝑥2∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐷 ]
𝑚 ( ®𝑥1, ®𝑥2) [𝑝0𝑔 ( ®𝑥1, 𝑡)𝑛1𝑔 ( ®𝑥2, 𝑡) + 𝑝1𝑔 ( ®𝑥1, 𝑡)𝑛0𝑔 ( ®𝑥2, 𝑡)] (4-13)

𝐷3𝑚𝑔 (𝑡) =
∑

®𝑥1, ®𝑥2∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐷 ]
𝑚 ( ®𝑥1, ®𝑥2)

√
2[𝑝1𝑔 ( ®𝑥1, 𝑡)𝑛1𝑔 ( ®𝑥2, 𝑡)] (4-14)

于是，双重子算符在夸克层面上的表示类似于六夸克的情况:

𝐷𝜌𝑚𝑔 (𝑡)𝑝−𝑛 =
∑

®𝑥1, ®𝑥2∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐷 ]
𝑚 ( ®𝑥1, ®𝑥2)

∑
𝛼

𝑤 [𝐷 ]𝜌
𝛼 𝑢𝑖 (𝛼)𝑔 ( ®𝑥1, 𝑡)𝑑 𝑗 (𝛼)

𝑔 ( ®𝑥1, 𝑡)𝑢𝑘 (𝛼)𝑔 ( ®𝑥1, 𝑡)

× 𝑑𝑙 (𝛼)𝑔 ( ®𝑥2, 𝑡)𝑢𝑚(𝛼)
𝑔 ( ®𝑥2, 𝑡)𝑑𝑛(𝛼)𝑔 ( ®𝑥2, 𝑡) (4-15)

𝐷𝜌𝑚𝑔 (𝑡)𝑝−𝛬 =
∑

®𝑥1, ®𝑥2∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐷 ]
𝑚 ( ®𝑥1, ®𝑥2)

∑
𝛼

𝑤 [𝐷 ]𝜌
𝛼 𝑢𝑖 (𝛼)𝑔 ( ®𝑥1, 𝑡)𝑑 𝑗 (𝛼)

𝑔 ( ®𝑥1, 𝑡)𝑢𝑘 (𝛼)𝑔 ( ®𝑥1, 𝑡)

× 𝑑𝑙 (𝛼)𝑔 ( ®𝑥2, 𝑡)𝑢𝑚(𝛼)
𝑔 ( ®𝑥2, 𝑡)𝑠𝑛(𝛼)𝑔 ( ®𝑥2, 𝑡) (4-16)

此时因为前后重子的夸克场位置不同，同时缺少了很多的夸克交换对称性，会产生

更多的权重项。对于两种体系来说，权重非零项分别有N [𝐷 ]1
𝑤 = N [𝐷 ]3

𝑤 = 144,N [𝐷 ]0
𝑤 =

N [𝐷 ]2
𝑤 = 288。

4.1.3 关联函数

夸克场的传播子定义为：

𝑆𝑖𝑖
′

𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦, 0) = 〈𝑞𝑖𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑞
𝑗
𝑔′ (®𝑦, 0)〉 (4-17)
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质子的两点关联函数可以用夸克传播子的乘积排列的和来表示，用Wick定理来表示
为：

𝐶 [𝑝,𝑝]
𝜎0𝑔𝜎′0𝑔′ (𝑡) = −

∑
®𝑥, ®𝑦∈𝛬𝑠

𝜓 [𝑁 ]
0 (®𝑥)

{
𝜓 [𝑁 ]

0 (®𝑦)
}∗ ∑

𝛼,𝛼′

𝑤 [𝑁 ]𝜎
𝛼 𝑤 [𝑁 ]𝜎′

𝛼′
∗

×
(
𝑢𝑖 (𝛼)𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑑 𝑗 (𝛼)

𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑢𝑘 (𝛼)𝑔 (®𝑥, 𝑡)𝑢𝑖
′ (𝛼′ )
𝑔′ (®𝑦, 0)𝑑 𝑗′ (𝛼′ )

𝑔′ (®𝑦, 0)𝑢𝑘
′ (𝛼′ )

𝑔′ (®𝑦, 0)
)

=
∑

®𝑥, ®𝑦∈𝛬𝑠

𝜓 [𝑁 ]
0 (®𝑥)

{
𝜓 [𝑁 ]

0 (®𝑦)
}∗ ∑

𝛼,𝛼′

𝑤 [𝑁 ]𝜎
𝛼 𝑤 [𝑁 ]𝜎′

𝛼′
∗

∑
P∈𝑃 [𝑁 ]

sign(P)

× 𝑆P[𝑖 (𝛼) ]𝑖′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦, 0)𝑆P[ 𝑗 (𝛼) ] 𝑗′ (𝛼′ )

𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦, 0)𝑆P[𝑘 (𝛼) ]𝑘′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦, 0)

(4-18)

其中我们分别取 𝑐 = 𝑐′ = 0，在质心系下使得 ®𝑃𝑐 = ®𝑃′
𝑐 = 0，在于是在接下来的研究中，

我们对于稀疏化的空间波函数的内积
∑

®𝑥, ®𝑦∈𝛬𝑠
𝜓 [𝑁 ]

0 (®𝑥)
{
𝜓 [𝑁 ]

0 (®𝑦)
}∗
均取为 1，以简化运

算，通过前面的论证我们也可以知道，对于同一个强子态的关联函数的计算，不论我

们是否简化这样的归一化系数，抽取得到的有效质量等结果不受影响。此外在质子的

关联函数中，单重子夸克排序 𝑃[𝑁 ] 的定义为：

𝑃[𝑁 ] =

{(
𝑖 𝑗 𝑘

𝑖 𝑗 𝑘

)
,

(
𝑘 𝑗 𝑖

𝑖 𝑗 𝑘

)}
(4-19)

其中两种排序表示，在计算关联函数过程中，u夸克的不同收缩方式。p-n体系
的六夸克算符的两点关联函数也可以类似地通过Wick定理给出：

𝐶 [𝐻,𝐻 ]
𝜌0𝑔𝜌′0𝑔′ (𝑡) =

∑
®𝑥, ®𝑦∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐻 ]
0 (®𝑥)

{
𝜓 [𝐻 ]

0 (®𝑦)
}∗ ∑

𝛼,𝛼′

𝑤 [𝐻 ]𝜌
𝛼 𝑤 [𝐻 ]𝜌′

𝛼′
∗ ∑
P∈𝑃 [𝑝−𝑛]

sign(P)

× SP[𝑖 (𝛼) ]𝑖′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦, 0)SP[ 𝑗 (𝛼) ] 𝑗′ (𝛼′ )

𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦, 0)SP[𝑘 (𝛼) ]𝑘′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦, 0)

× SP[𝑙 (𝛼) ]𝑙′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦, 0)SP[𝑚(𝛼) ]𝑚′ (𝛼′ )

𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦, 0)SP[𝑛(𝛼) ]𝑛′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦, 0)

(4-20)

其中对于 𝑝 − 𝑛系统，总共有 𝐴1
3 × 𝐴1

3 = 36种夸克排序 𝑃[𝑝−𝑛] 定义为：

𝑃[𝑝−𝑛] =

{(
𝑖 𝑗 𝑘 𝑙 𝑚 𝑛

P𝑢(𝑖) P𝑑 ( 𝑗) P𝑢(𝑘) P𝑑 (𝑙) P𝑢(𝑚) P𝑑 (𝑛)

) �����P𝑢,P𝑑 ∈ 𝑆3

}
(4-21)

其中 𝑆3 表示作用于一组三个元素的对称群。而对于 𝑝 − 𝛬体系，因为夸克组分变为
𝑢𝑑𝑢 𝑑𝑢𝑠 而缺少部分对称性,六夸克关联函数的收缩方式缩减为 𝐴1

3 × 𝐴1
2 = 12种，其
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定义如下：

𝑃[𝑝−𝛬] =

{(
𝑖 𝑗 𝑘 𝑙 𝑚 𝑛

P𝑢(𝑖) P𝑑 ( 𝑗) P𝑢(𝑘) P𝑑 (𝑙) P𝑢(𝑚) P𝑠 (𝑛)

) �����P𝑢 ∈ 𝑆3,P𝑑 ∈ 𝑆2

}
(4-22)

其中 𝑆2表示作用于一组两个元素的对称群。同样，我们构造了 𝑝 − 𝑛体系下，由六夸
克作为 source，双重子作为 sink的两点关联函数：

𝐶 [𝐷,𝐻 ]
𝜌0𝑔𝜌′0𝑔′ (𝑡) =

∑
®𝑥1, ®𝑥2, ®𝑦∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐷 ]
0 ( ®𝑥1, ®𝑥2)

{
𝜓 [𝐻 ]

0 (®𝑦)
}∗ ∑

𝛼,𝛼′

𝑤 [𝐷 ]𝜌
𝛼 𝑤 [𝐻 ]𝜌′

𝛼′
∗ ∑
P∈𝑃 [𝑝−𝑛]

sign(P)

× SP[𝑖 (𝛼) ]𝑖′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ ( ®𝑥1, 𝑡; ®𝑦, 0)SP[ 𝑗 (𝛼) ] 𝑗′ (𝛼′ )

𝑔𝑔′ ( ®𝑥1, 𝑡; ®𝑦, 0)SP[𝑘 (𝛼) ]𝑘′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ ( ®𝑥1, 𝑡; ®𝑦, 0)

× SP[𝑙 (𝛼) ]𝑙′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ ( ®𝑥2, 𝑡; ®𝑦, 0)SP[𝑚(𝛼) ]𝑚′ (𝛼′ )

𝑔𝑔′ ( ®𝑥2, 𝑡; ®𝑦, 0)SP[𝑛(𝛼) ]𝑛′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ ( ®𝑥2, 𝑡; ®𝑦, 0)

(4-23)

其中关联函数的夸克传播子排序和收缩运算的颜色 Draic指标和 H(sink)H(source)收
缩是相同的。类似地，我们能够构造由双重子作为 source，六夸克作为 sink的两点关
联函数：

𝐶 [𝐻,𝐷 ]
𝜌0𝑔𝜌′0𝑔′ (𝑡) =

∑
®𝑥, ®𝑦1, ®𝑦2∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐻 ]
0 (®𝑥)

{
𝜓 [𝐷 ]

0 ( ®𝑦1, ®𝑦2)
}∗ ∑

𝛼,𝛼′

𝑤 [𝐻 ]𝜌
𝛼 𝑤 [𝐷 ]𝜌′

𝛼′
∗ ∑
P∈𝑃 [𝑝−𝑛]

sign(P)

× SP[𝑖 (𝛼) ]𝑖′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦1, 0)SP[ 𝑗 (𝛼) ] 𝑗′ (𝛼′ )

𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦1, 0)SP[𝑘 (𝛼) ]𝑘′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦1, 0)

× SP[𝑙 (𝛼) ]𝑙′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦2, 0)SP[𝑚(𝛼) ]𝑚′ (𝛼′ )

𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦2, 0)SP[𝑛(𝛼) ]𝑛′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ (®𝑥, 𝑡; ®𝑦2, 0)

(4-24)

除此之外，我们还给出了由双重子作为 source和 sink的两点关联函数：

𝐶 [𝐷,𝐷 ]
𝜌0𝑔𝜌′0𝑔′ (𝑡) =

∑
®𝑥1, ®𝑥2, ®𝑦1, ®𝑦2∈𝛬𝑠

𝜓 [𝐷 ]
0 ( ®𝑥1, ®𝑥2)

{
𝜓 [𝐷 ]

0 ( ®𝑦1, ®𝑦2)
}∗ ∑

𝛼,𝛼′

𝑤 [𝐷 ]𝜌
𝛼 𝑤 [𝐷 ]𝜌′

𝛼′
∗ ∑
P∈𝑃 [𝑝−𝑛]

sign(P)

× SP[𝑖 (𝛼) ]𝑖′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ ( ®𝑥𝑘 , 𝑡; ®𝑦1, 0)SP[ 𝑗 (𝛼) ] 𝑗′ (𝛼′ )

𝑔𝑔′ ( ®𝑥𝑘 , 𝑡; ®𝑦1, 0)

× SP[𝑘 (𝛼) ]𝑘′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ ( ®𝑥𝑘 , 𝑡; ®𝑦1, 0)SP[𝑙 (𝛼) ]𝑙′ (𝛼′ )

𝑔𝑔′ ( ®𝑥𝑘 , 𝑡; ®𝑦2, 0)

× SP[𝑚(𝛼) ]𝑚′ (𝛼′ )
𝑔𝑔′ ( ®𝑥𝑘 , 𝑡; ®𝑦2, 0)SP[𝑛(𝛼) ]𝑛′ (𝛼′ )

𝑔𝑔′ ( ®𝑥𝑘 , 𝑡; ®𝑦2, 0) (4-25)

其中 𝑥𝑘 ∈ {𝑥1, 𝑥2(𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 3)}。在 𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬系统下，以上的四种收缩方式在我们的
研究中均给予不同层次上的实现，并且进行了更多的关于质量谱、散射和相互作用的

的研究。
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4.1.4 Nambu-Bethe-Salpeter波函数

NBS波函数的基本思路是将强子看作是由两个互相作用的夸克组成的束缚态系
统。在这个框架下,NBS波函数可以写为[40]:

𝛹 ( ®𝑥1, ®𝑥2) =
∫
𝑑4 ®𝑝1

(2𝜋)4
𝑑4 ®𝑝2

(2𝜋)4 𝜒( ®𝑝1, ®𝑝2)𝑒−𝑖 ®𝑝1 · ®𝑥1𝑒−𝑖 ®𝑝2 · ®𝑥2 (4-26)

其中 𝑥1, 𝑥2是两个组分子的相对论坐标，𝑝1, 𝑝2是两个组分子的四动量，𝜒(𝑝1, 𝑝2)
是 NBS波函数在动量空间的表达式,需要通过 NBS方程求解得到。
通过求解不同量子数的 NBS波函数,可以研究介子、重子等各种强子态的性质。

NBS波函数为研究强子结构和性质提供了一个相对论协变的量子场论框架,并在解释
各种强子现象中发挥了重要作用。

在格点量子色动力学的模拟中，为了抽取 NBS波函数，我们构造了这样的三点
关联函数：

𝐶𝑝𝛬 (®𝑟, 𝑡) =
∑
®𝑥
〈0|𝑝(®𝑥, 𝑡)𝛬(®𝑥 + ®𝑟, 𝑡)𝐻𝜌𝑐𝑔 (0, 0) |0〉

=
∑
𝑛

𝐴𝑛𝜙
𝐸𝑛 (®𝑟)𝑒−𝐸𝑛𝑡 (4-27)

其中 𝑝, 𝛬 分别为质子算符和 𝛬 算符，我们以六夸克算符为关联函数的源点，𝐸𝑛 =√
𝑚𝑝

2 + 𝑘 𝑝,𝑛2 +
√
𝑚𝛬

2 + 𝑘𝛬,𝑛2是第 n个能量本征值，𝐴𝑛 ≡ 〈𝐸𝑛 |𝑝𝛬(®𝑟, 𝑡)𝐻 (0, 0) |0〉。原则
上，我们能在 t较大的地方抽取得到领头阶 𝐸0 的信息，但是实际上，因为在该位置

信噪比很差，我们需要将由双重子组成的关联函数与两个重子的关联函数作比，来定

义波函数，以抽取有关信息，然后，我们给出 NBS波函数的形式为：

𝛹𝑝𝛬 (®𝑟, 𝑡) =
𝐶𝑝𝛬 (®𝑟, 𝑡)
𝐶𝑝 (𝑡)𝐶𝛬 (𝑡)

=
∑
𝑛

𝐴′
𝑛𝜙

𝐸𝑛 (®𝑟)𝑒−𝛥𝐸𝑛𝑡 (4-28)

其中，𝛥𝐸𝑛 = 𝐸𝑛 − 𝑚𝑝 − 𝑚𝛬,𝐴′
𝑛 = 𝐴𝑛/𝐶𝑝𝐶𝛬 在 HAL QCD方法中，我们从上述的 NBS

波函数抽取得到的非定域、能量无关的势，满足下面的方程[41]：

(𝐸𝑘 − 𝐻0)𝛹 (®𝑟) =
∫
𝑑3®𝑟 ′𝑈 (®𝑟 ′, ®𝑟)𝛹 (®𝑟 ′) (4-29)

其中 𝐸𝑘 = 𝑘2

2𝜇 , 𝐻0 = −∇2

2𝜇 , 𝜇 = 𝑚𝑝𝑚𝛬

𝑚𝑝+𝑚𝛬
。对领头阶进行导数展开，则𝑈 (®𝑟 ′, ®𝑟) = 𝑉 (®𝑟)𝛿3(®𝑟 ′−®𝑟)

。于是有效势 𝑉 (®𝑟)的领头阶满足：

𝑉 𝐿𝑂 (®𝑟) = 1
2𝜇

∇2𝛹𝑝𝛬 (®𝑟, 𝑡)
𝛹𝑝𝛬 (®𝑟, 𝑡)

−
(𝜕/𝜕𝑡)𝛹𝑝𝛬 (®𝑟, 𝑡)
𝛹𝑝𝛬 (®𝑟, 𝑡)

+ 1
8𝜇

(𝜕2/𝜕𝑡2)𝛹𝑝𝛬 (®𝑟, 𝑡)
𝛹𝑝𝛬 (®𝑟, 𝑡)

(4-30)
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4.2 数值模拟及结果分析

我们在目前的研究中进行的格点计算，使用了中国格点合作组 (CLQCD)产生的
一套组态，其部分参数如下。

表 4–1 组态 C11P29S的部分参数。其中 𝛽为耦合系数，𝐿3 × 𝑇 为时空格点总长度 (单位为 𝑎)，𝑎
为格距，𝑚𝜋 为该套组态中的 𝜋介子参数质量，𝑚𝑙/𝑠/𝑐 为轻夸克、s夸克和 c夸克的参数质量

𝛽 𝐿3 × 𝑇 𝑎/ 𝑓 𝑚 𝑚𝑙 𝑚𝜋/𝑀𝑒𝑉 𝑚𝑠 𝑚𝑐

C11P29S 6.2 243× 72 0.108 -0.2770 285(2) -0.2400 0.4440

4.2.1 质子谱验证

我们首先通过公式 (3-22)对质子的两点关联函数进行收缩，用权重指标进行收
缩和之前使用 QDP++中的函数进行颜色旋量指标进行收缩的结果进行对比，图 4-1
的结果显示，两者严格相等，这为我们之后使用权重指标，进行关联函数收缩的方法

合理性提供了证据。

图 4–1 质子在两种收缩方法下的的两点关联函数（左图）和有效质量（右图）

4.2.2 𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬体系

在格点量子色动力学的数值计算中，为了提高信噪比，我们通常会选用 Wall-
source作为“源”，来向格点网络中的各个位置传播信号，其定义为：

𝑞𝑤𝑎𝑙𝑙 (𝑡) =
∑
®𝑥∈𝛬

𝑞(®𝑥, 𝑡) (4-31)
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对于 𝑝−𝑛体系，我们在Wall-source下对其进行了HH,DH和DD收缩，得到它们
的两点函数，之后分别抽取了他们的有效质量。可以看到三种收缩的误差棒在 t/a>3
之后有很多重叠的部分，因此我们要对他们分别进行两态拟合，以抽取有效质量。

图 4–2 𝑝 − 𝑛在Wall-source下 HH,DH和 DD收缩抽取得到的有效质量

表 4–2 𝑝 − 𝑛体系两态拟合（基态和第一激发态）拟合得到的质量和拟合参数

𝑚𝑎𝑠𝑠/𝐺𝑒𝑉 𝜒2/𝑑𝑜 𝑓 fit range / 0.108 𝑓 𝑚

𝐶𝐻𝐻 1.939(95) 0.65 5 ∼ 18

𝐶𝐷𝐻 2.112(80) 1.00 5 ∼ 18

𝐶𝐷𝐷 1.844(76) 0.82 5 ∼ 14

但是随之带来的问题就是Wall-source是一个非定域的源，因此在理论上我们没
法真正实现源处两个重子场的位置分离。在这种情况下，我们预期 DD收缩会退化
到 DH 收缩的情况。我们分别在 Wall-source 和 Point-source 下对 𝑝 − 𝛬 体系进行了
HH,DH和 DD收缩，得到它们的两点函数，之后分别抽取了他们的有效质量。
我们对比了Wall-source和 Point-source下这三种收缩分别抽取的有效质量，在使

用Wall-source实现 DD收缩时，因为无法将 source的位置分开，所以会导致 DD的
关联函数与 HD的关联函数相差约

√
2倍（由于权重映射关系所导致的），有效质量

基本重叠。但是使用了 Point-source，将 source分离到两个位置之后，HD和 DD的有
效质量明显分离。总体来看，发现 DD和 HD收缩得到的关联函数的信号要明显强于
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图 4–3 𝑝 − 𝛬分别在Wall-source（左图）和 Point-source（右图）下的分别用 HH,DH和 DD收
缩计算得到的有效质量

HH，它们到达有效质量平台所需要的时间片更少。

𝐶 =

(
𝐶𝐻𝐻 𝐶𝐷𝐻

𝐶𝐷𝐻 𝐶𝐷𝐷

)
(4-32)

此外，我们对 𝑝 − 𝛬的关联函数矩阵进行变分研究，对角矩阵元为 HH收缩和 DD收
缩得到的关联函数，非对角元为 DH的关联函数，在Wall-source和 Point-source下得
到其本征值，结果如 4-4图，对于Wall-source的情况，虽然信号相较于 Point-source较
好（更早地到达较长较平稳的有效质量平台），但是抽取的本征值在时间片到达 6𝑎之

后就基本重合，说明计算得到的基态和第一激发态信号较为模糊，采用 Point-source
后，可以看到两个本征值的分离明显增大，基态和第一激发态信号良好。

表 4–3 𝑝 − 𝛬体系两态拟合（基态和第一激发态）拟合得到的质量和拟合参数

𝑚𝑎𝑠𝑠/𝐺𝑒𝑉 𝜒2/𝑑𝑜 𝑓 fit range / 0.108 𝑓 𝑚

𝐶𝐻𝐻 2.064(40) 0.59 3 ∼ 16

𝐶𝐷𝐻 1.996(50) 0.17 3 ∼ 13

𝐶𝐷𝐷 1.986 (59) 0.19 3 ∼ 15
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图 4–4 𝑝 − 𝛬分别在Wall-source（左图）和 Point-source（右图）下的关联矩阵的本征值。其中
绿色误差棒表示第一激发态本征值，红色为基态本征值。

4.2.3 𝑝 − 𝛬相互作用的研究

我们同样在Wall-source和 Point-source下分别对于 𝑝 − 𝛬体系的相互作用进行测
试，希望能够通过关联函数抽取出有效势等物理信息。

首先在 Point-source下，我们固定质子传播子的 sink位置，将 sink处 𝛬传播子在

方向 (0,0,1)上不断移动，由有效质量的趋势我们可以得知，在 Point-source下，有效
质量在 t/a=6 之后到达平台，因此我们首先对于其时间切片 timeslice=6,7,8,9 的三点
关联函数图进行分析。我们预期有效质量是与 r无关的，在利用 Point-source进行实
现的过程中，这一结论似乎在 t/a=9处才成立，这来源于：在 r较小的时候还保留着
明显的激发态效应，在 r逐渐增大的过程中，激发态的影响被相互抵消掉。此外，图
4-6显示 Point-source下的三点关联函数并未出现我们预期的趋势，而是具有类高斯
的线型，这一点我们在之后的研究中再做讨论。

图 4–5 𝑝 − 𝛬在 Point-source下不同 𝑟𝑥 对应的有效质量

然后，我们在Wall-source下进行了上述相同的工作，分别求得了不同 𝑟𝑥 下对应
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(a) t/a = 6 (b) t/a = 7 (c) t/a = 8 (d) t/a = 9

图 4–6 𝑝 − 𝛬在 Point-source下不同 𝑟𝑥 的三点关联函数图

的有效质量。首先我们发现，有效质量距离无关的性质在此处得到了很好的体现，并

且由于 Wall-source 具有较高信噪比的优点，我们抽取的有效质量在 t/a=3 即到达平
台，这为我们后续计算 NBS波函数提供了更多的有效数据。

图 4–7 𝑝 − 𝛬在Wall-source下不同 𝑟𝑥 对应的有效质量

我们利用 (3-30)式的定义计算了 t/a=2,3,4处的 NBS波函数，发现不同于 Point-
source下的结果，该波函数呈现了我们预期的”先上升，后下降（平稳）”的趋势，由于
格点组态参数的限制，我们使用的格点坐标 𝑥𝑚𝑎𝑥 = 24，并且我们在坐标空间采用周

期性边界条件 (PBC),因此波函数在趋势上呈现关于 𝑟𝑥 = 12对称。而对于两种 source
给出的波函数的形式完全不一样，我们认为这是因为 Wall-source更容易实现 𝑝 − 𝛬
势的基态饱和。我们目前的研究能够给出 𝑝 − 𝛬在 3𝑆1 通道上 NBS波函数的 S波分
量 (图 4-8)。
我们下面的研究只针对于Wall-source给出的结果。在计算得到NBS波函数之后，

我们分别对式 (4-30)势能领头阶中三个组成部分进行数值计算来分别探究其距离依
赖和时间依赖的性质 (图 4-9)。

由于在 t较小时有效质量平台稳定且信噪比良好，我们选择对 t/a=4的 NBS波函
数进行有效势的数值计算和拟合，图 4-9(left)显示波函数的时间依赖是不可忽略的，
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图 4–8 𝑝 − 𝛬在Wall-source下不同 𝑟 的 NBS波函数的 S波分量：将
(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (−1, 0, 0) 方向的波函数进行 S波投影得到，𝑁𝑐𝑜𝑛 𝑓 = 432

时间一阶导的绝对值在有限格点空间中先增大后平稳，并且逐渐超过 𝐻0项成为主要

贡献。我们假设有效势领头阶总体具有高斯势的形式：

𝑉 (𝑟)𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠𝑖𝑎𝑛 =
∑

𝑛=1,3,5,7

𝑎𝑛𝑒
−𝑎𝑛+1𝑟

2 (4-33)

由于空间的周期性边界，我们要考虑反向传播对有效势的影响，因此拟合函数要

写成对称的形式：

𝑉 (𝑟)𝑃𝐵𝐶
𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠𝑖𝑎𝑛 =

∑
𝑛=1,3,5,7

𝑎𝑛(𝑒−𝑎𝑛+1𝑟
2 + 𝑒−𝑎𝑛+1 (𝐿−𝑟 )2) (4-34)

其中 𝐿 = 24𝑎 为该套组态的格点总长度。于是我们得到 𝑝 − 𝛬 在Wall-source下有效
势的高斯形式的拟合结果 (表 4-4和图 4-9(right))。

表 4–4 𝑝 − 𝛬在Wall-source下有效势领头阶的高斯拟合参数,拟合范围 𝑟 ∈ [0.108 𝑓 𝑚, 2.484 𝑓 𝑚]，
𝜒2/𝑑𝑜 𝑓 为 0.18

𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8

0.419(53) 53(18) 0.02(11) 10.00(10) 0.43(84) 1.68(94) -0.59(84) 1.08(37)
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图 4–9 (左图)𝑝 − 𝛬在Wall-source下 𝑉 𝐿𝑂 (𝑟) 和各项贡献：其中标签 𝐻0(蓝色)为 𝐻0 项，T1(绿
色)和 T2(灰色)为时间一阶导和二阶导项，Total(红色)为有效势领头阶总和，质心系质量 𝜇的

计算取在该套组态下拟合得到的质子质量参数 0.99 𝐺𝑒𝑉 和 𝛬质量参数 1.23 𝐺𝑒𝑉;
(右图)𝑝 − 𝛬在Wall-source下有效势领头阶的高斯拟合结果 (𝑡/𝑎 = 4, 𝑁𝑐𝑜𝑛 𝑓 = 432)

4.3 本章小结

在格点量子色动力学的框架下,我们研究了核子-核子 (𝑝 − 𝑛)和核子-超子 (𝑝 − 𝛬)
散射过程。理论方面,我们构建了单核子、六夸克和双重子算符,并计算了相应的两点
关联函数。此外,我们推导了 Nambu-Bethe-Salpeter(NBS)波函数并抽取了有效相互作
用势。

数值计算方面,我们测试了不同源下 𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬的两点关联函数,并利用两态
拟合方法分析了它们的能量谱。对于 𝑝 − 𝛬系统,我们进一步进行了变分分析以获得
其基态能量。通过研究 𝑝 − 𝛬相互作用,我们抽取了 NBS波函数,并在有限格点长度
下给出了良好的有效势拟合，这将为我们求解散射相移和进一步计算散射长度提供

了基础。

我们的工作为格点 QCD中核子-核子和核子-超子相互作用的理解提供了一种新
的途径。通过系统地研究不同 N-N,Y-N系统的性质,我们可以更好地理解强子物质的
多体性质,为将来发展更准确的有效模型奠定基础。
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第五章 全文总结

5.1 主要结论

本论文主要分为三个部分的工作——格点量子色动力学的学习、隐粲和隐奇六

夸克态的研究和 𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬散射。
首先，我们系统地研究了强子谱的计算方法和数值模拟技术。从路径积分量子

化的角度出发,我们推导了任意物理可观测量期望值在格点 QCD中的计算公式,并将
连续时空中的 QCD作用量离散化为格点作用量形式。我们还研究了通过蒙特卡罗模
拟生成满足期望概率分布的格点配置 (组态)的方法。以 1+1维 U(1)和 SU(2)群为例,
详细展示了马尔可夫链蒙特卡罗模拟的实现流程,在不同的耦合常数和网格长度下给
出 SU(2)群格点组态的最小威尔逊圈的结果。除此之外，我们概述了在格点 QCD中
计算强子谱的一般方法，为我们后来研究六夸克态和双核子系统等后续研究奠定理

论基础。

另外，我们在格点量子色动力学的框架下对隐粲和隐奇六夸克态进行研究。我们

构造了 𝜋 介子、质子和四种量子数的六夸克态的算符，其中六夸克态的夸克组分为

𝑢 𝑠 𝑐 𝑑 𝑠 𝑐，并且给出了从构造到收缩计算关联函数的推导过程，并且对关联函数进行

参数化，以及抽取有效质量等一系列数值计算和数据处理方法。最终通过计算 𝜋介子

和质子的有效质量进行方法验证，并且考虑到数据之间的关联性，我们引入了关联矩

阵，同时使用了常单态拟合和双态拟合，最终为了增加有效数据量，我们引入Model
Average的方法，最终得到不同量子数的六夸克态的有效质量分布在 3.9-4.4 GeV范围
内，这与某些阈值以及理论模型的预期十分接近，有助于实验上寻找这些奇特强子

态。

最后，我们聚焦于 𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬散射。我们构建了单核子、六夸克和双重子算
符,并计算了相应的两点关联函数。此外,我们推导了 Nambu-Bethe-Salpeter(NBS)波
函数并抽取了有效相互作用势。在利用质子质量谱对上述构造进行验证之后，我们

测试了不同源下 𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬 的两点关联函数,并利用两态拟合方法分析了它们的
能量谱。对于 𝑝 − 𝛬系统,我们进一步进行了变分分析以获得其基态能量。通过研究
𝑝 − 𝛬 相互作用,我们抽取了 NBS波函数,并在有限格点长度下给出了良好的高斯势
拟合结果。
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5.2 研究展望

首先，对于格点量子色动力学组态的产生，一方面我需要完整的掌握 SU(3)组态
的产生过程，格距的拟合标定以及各粒子质量参数的标定，充分地学习和理解这些组

态和参数在我们格点 QCD研究中发挥的作用和更加合理的使用它们；另一方面，我
们要探寻是否能够借助机器学习中的神经网络等模型来高效地产生关联长度低的组

态，并将其用于大规模的数值计算中，以对我们现在格点合作组的组态系综进行扩

充。

其次，对于我隐粲和隐奇六夸克的研究而言，由于仅仅用到一套组态的参数进

行初步的数值计算，无法使用不同的格距和介子质量参数进行手征和连续极限外推，

在下一步的工作中，我们不仅要采用不同的组态的参数进行更大规模的计算，同时增

加统计量，并且要对多种介子、重子的关联函数和有效质量进行数值计算并且和实验

值进行比对，除此之外，我们还要在不同动量下产生介子、重子的传播子来进行收缩

计算，研究其色散关系，来对我们研究方法的合理性进行进一步的验证。而对于六夸

克态的形式，除了本文中给出的重子反重子型，我们还要在同一量子数下构造三介子

型的六夸克算符，以建立关联函数矩阵以探索更多种类的信号，希望能够为实验上寻

找这些奇特强子态提供准确的特征信号。

此外，我们关于 𝑝 − 𝑛和 𝑝 − 𝛬散射的研究目前还在继续，我们也要和上述工作
展望中描述的一样，我们需要采用不同的组态的参数进行更大规模的计算，以能够对

于结果进行手征和连续极限外推，最终抽取到较为准确的物理信息。

对于 𝑝 − 𝛬散射的研究更多的在于探索。我们将会对其色散关系、散射长度等物
理信息进行计算，同时为了解决Wall-source的非定域性所带来的物理描述不准确的
问题和 Point-source下信噪比欠佳的尴尬，我们目前给出以下两个方案：(1)使用经过
Smearing的 Point-source进行计算；(2)使用 distillation（蒸馏法）减少激发态效应以
增加信噪比。值得注意的是，在研究 𝑝 − 𝛬散射的时候，𝑝 − 𝛴 的信号会成为影响我
们研究的因素，因此我们将会将 𝑝 − 𝛴 与 𝑝 − 𝛬混合考虑在内。

在未来研究 𝑝 − 𝛬相互作用的时候，我们不仅需要将标量距离彻底地拓展到球面
上进行计算，实现格点全空间的波函数的计算，而且要在计算有效势的时候引入次领

头阶，以给予 𝑝 − 𝛬相互作用势更加合理的描述。另外我们正在进行 𝑝 − 𝛬等其他耦
合道的平行计算，希望最后能够对于这个未知的体系进行较为全面的探索。

总的来说，虽然在格点 QCD框架下的六夸克体系研究为高能物理实验中的精确
预测提供了一定的理论基础，但是还是存在着诸如计算准确度的挑战，我们对于六夸
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克体系的探索仍在路上，有太多被迷雾萦绕的高峰需要我们去攀登。但是我们依旧相

信，在不久的将来，随着实验仪器精度的提高、理论模型的完善和计算规模的扩大，

强子结构的预测将会更精确，更为复杂的模型将会被引入到理论框架里进行计算。而

我们也终将成为园丁，用自己不断努力的汗水灌溉粒子物理的参天大树。
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部分计算过程与表格（附录 1）

0.1 Wilson规范作用量的离散化

在量子力学和量子场论中两个算符或者矩阵 𝐴̂, 𝐵̂满足：

𝑒 𝐴̂𝑒𝐵̂ = 𝑒( 𝐴̂+𝐵̂+ 1
2 [ 𝐴̂,𝐵̂]+...) (0-1)

由此我们已知

𝑈𝜇 (𝑛) = 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑎𝐴𝜇 (𝑛)) (0-2)

将其代入到 plaquette的计算当中：

𝑈𝜇𝜈 (𝑛) = 𝑒𝑥𝑝
(
𝑖𝑎𝐴𝜇 (𝑛) + 𝑖𝑎𝐴𝜈 (𝑛 + 𝜇̂) −

𝑎2

2
[𝐴𝜇 (𝑛), 𝐴𝜈 (𝑛 + 𝜇̂)]

− 𝑖𝑎𝐴𝜇 (𝑛 + 𝜈̂) − 𝑖𝑎𝐴𝜈 (𝑛) −
𝑎2

2
[𝐴𝜇 (𝑛 + 𝜈̂), 𝐴𝜈 (𝑛)]

+ 𝑎
2

2
[𝐴𝜈 (𝑛 + 𝜇̂), 𝐴𝜇 (𝑛 + 𝜈̂)] +

𝑎2

2
[𝐴𝜇 (𝑛), 𝐴𝜈 (𝑛)]

+ 𝑎
2

2
[𝐴𝜇 (𝑛), 𝐴𝜇 (𝑛 + 𝜈̂)] +

𝑎2

2
[𝐴𝜈 (𝑛 + 𝜇̂), 𝐴𝜈 (𝑛)] + O(𝑎3)

)
(0-3)

我们依然可以将规范场离散化后代入上式：

𝐴𝜈 (𝑛 + 𝜇̂) = 𝐴𝜈 (𝑛) + 𝑎𝜕𝜇𝐴𝜈 (𝑛) + O(𝑎2)

于是我们的 plaquette将被化简成：

𝑈𝜇𝜈 = 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑎2(𝜕𝜇𝐴𝜈 (𝑛) − 𝜕𝜈𝐴𝜇 (𝑛) + 𝑖[𝐴𝜇 (𝑛), 𝐴𝜈 (𝑛)]) + O(𝑎3))

= 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑎2𝐹𝜇𝜈 + O(𝑎3)) (0-4)

于是，当我们将上式代回Wilson规范作用量后，便与连续时空的作用量自洽了。

𝑠𝐺 [𝑈] =
2
𝑔2

∑
𝑛∈𝛬

∑
𝜇<𝜈

Re 𝑡𝑟 [1 −𝑈𝜇𝜈 (𝑛)] =
𝑎4

2𝑔2

∑
𝑛∈𝛬

∑
𝜇<𝜈

𝑡𝑟 [𝐹𝜇𝜈 (𝑛)2] + O(𝑎2) (0-5)
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0.2 质子的关联函数收缩过程

关于 〈𝑂 𝑝 (𝑥)𝑂 𝑝 (𝑦)〉𝛼𝛼 的数值计算的形式，我们应用 QDP++中的一些函数进行
计算：

The First Term

= 𝜀𝑎𝑏𝑐𝜀𝑎
′𝑏′𝑐′ (𝐶𝛾5)𝛼𝛽 (𝐶𝛾5)𝛼′𝛽′ (𝑃±)𝛾𝛾′ (𝐷−1

𝑑 ) (𝑥, 𝑦)𝑏𝑏′

𝛽𝛽′ × (𝐷−1
𝑢 ) (𝑥, 𝑦)𝑎𝑎′

𝛼𝛼′ (𝐷−1
𝑢 ) (𝑥, 𝑦)𝑐𝑐′𝛾𝛾′

= 𝜀𝑎𝑏𝑐𝜀𝑎
′𝑏′𝑐′ [(𝐷−1

𝑢 ) (𝑥, 𝑦) (𝐶𝛾5)𝑎𝑎
′

𝛼𝛽′] · [(𝐶𝛾5)(𝐷−1
𝑑 ) (𝑥, 𝑦)𝑏𝑏′

𝛼𝛽′] (𝑃±)𝛾𝛾′ (𝐷−1
𝑢 )(𝑥, 𝑦)𝑐𝑐′𝛾𝛾′

= 𝑞𝑢𝑎𝑟𝑘𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡13(𝐷−1
𝑢 ∗ 𝐶𝛾5, 𝐶𝛾5 ∗ 𝐷−1

𝑑 )𝑐′𝑐𝛽′𝛽′ (𝑃±)𝛾𝛾′ (𝐷−1
𝑢 )(𝑥, 𝑦)𝑐′𝑐𝛾𝛾′

The Second Term:

= 𝜀𝑎𝑏𝑐𝜀𝑎
′𝑏′𝑐′ (𝐶𝛾5)𝛼𝛽 (𝐶𝛾5)𝛼′𝛽′ (𝑃±)𝛾𝛾′ (𝐷−1

𝑑 ) (𝑥, 𝑦)𝑏𝑏′

𝛽𝛽′ × (𝐷−1
𝑢 ) (𝑥, 𝑦)𝑎𝑐′𝛼𝛾′ (𝐷−1

𝑢 ) (𝑥, 𝑦)𝑐𝑎′

𝛾𝛼′

= 𝜀𝑎𝑏𝑐𝜀𝑎
′𝑏′𝑐′ [(𝐶𝛾5)(𝐷−1

𝑑 )(𝑥, 𝑦)𝑏𝑏′

𝛼𝛽′] · [(𝐷−1
𝑢 ) (𝑥, 𝑦) (𝐶𝛾5)𝑐𝑎

′

𝛾𝛽′] (𝑃±)𝛾𝛾′ (𝐷−1
𝑢 ) (𝑥, 𝑦)𝑎𝑐′𝛼𝛾′

= −𝜀𝑎𝑏𝑐𝜀𝑐′𝑏′𝑎′ [(𝐶𝛾5)(𝐷−1
𝑑 )(𝑥, 𝑦)𝑏𝑏′

𝛼𝛽′] · [(𝐷−1
𝑢 ) (𝑥, 𝑦) (𝐶𝛾5)𝑐𝑐

′

𝛾𝛽′] (𝑃±)𝛾𝛾′ (𝐷−1
𝑢 )(𝑥, 𝑦)𝑎𝑎′

𝛼𝛾′

= −𝑞𝑢𝑎𝑟𝑘𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡24(𝐷−1
𝑢 ∗ 𝐶𝛾5, 𝐶𝛾5 ∗ 𝐷−1

𝑑 )𝑎𝑎′

𝛼𝛾 (𝑃±)𝛾𝛾′ (𝐷−1
𝑢 ) (𝑥, 𝑦)𝑎𝑎′

𝛼𝛾′

The Total:(Final)

〈𝑂 𝑝 (𝑥)𝛼𝑂 𝑝 (𝑦)𝛼〉

= (𝑃+)𝛾𝛾′ (𝐷−1
𝑢 ) (𝑥, 𝑦)𝑐′𝑐𝛾𝛾′𝑞𝑢𝑎𝑟𝑘𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡13(𝐷−1

𝑢 ∗ 𝐶𝛾5𝑃+, 𝐶𝛾5𝑃+ ∗ 𝐷−1
𝑑 )𝑐′𝑐𝛽′𝛽′

+ (𝑃+)𝛾𝛾′ (𝐷−1
𝑢 )(𝑥, 𝑦)𝑎𝑎′

𝛾′𝛼𝑞𝑢𝑎𝑟𝑘𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡13(𝐷−1
𝑢 ∗ 𝐶𝛾5𝑃+, 𝐶𝛾5𝑃+ ∗ 𝐷−1

𝑑 )𝑎𝑎′

𝛼𝛾

= 𝑇𝑟 [𝑃+ ∗ 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒𝐶𝑜𝑙𝑜𝑟 (𝐷𝑙 ∗ 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒𝑆𝑝𝑖𝑛(𝑞𝑢𝑎𝑟𝑘𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡13(𝐷𝑙 ∗ 𝐶𝛾5, 𝐶𝛾5 ∗ 𝐷𝑙)))

+ 𝑃+ ∗ 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒𝐶𝑜𝑙𝑜𝑟 (𝐷𝑙 ∗ 𝑞𝑢𝑎𝑟𝑘𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎𝑐𝑡13(𝐷𝑙 ∗ 𝐶𝛾5, 𝐶𝛾5 ∗ 𝐷𝑙)] (0-6)

其中使用到的 QDP++函数的作用均为进行传播子的爱因斯坦求和，其中 traceColor
和 traceSpin分别是对颜色和自旋指标求迹，Contract函数定义如下：

(1) quarkContract13(a,b)

𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡𝑘
′𝑘

𝛼𝛽 = 𝜀𝑖 𝑗𝑘𝜀𝑖
′ 𝑗′𝑘′ ∗ 𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑖𝑖′𝜌𝛼 ∗ 𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒 𝑗 𝑗

′

𝜌𝛽 (0-7)

(2) quarkContract24(a,b)

𝑡𝑎𝑟𝑔𝑒𝑡𝑘
′𝑘

𝛼𝛽 = 𝜀𝑖 𝑗𝑘𝜀𝑖
′ 𝑗′𝑘′ ∗ 𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒𝑖𝑖′𝛼𝜌 ∗ 𝑠𝑜𝑢𝑟𝑐𝑒

𝑗 𝑗′

𝛽𝜌 (0-8)
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0.3 权重映射表格

𝛼 𝑖(𝛼) 𝑗 (𝛼) 𝑘 (𝛼) 𝑤 [𝑁 ]0
𝛼

1 0, 0 1, 1 0, 2 −2
√

2
2 0, 0 1, 2 0, 1 2

√
2

3 0, 1 1, 0 0, 2 2
√

2
4 0, 1 1, 2 0, 0 −2

√
2

5 0, 2 1, 0 0, 1 −2
√

2
6 0, 2 1, 1 0, 0 2

√
2

7 1, 0 0, 1 0, 2 2
√

2
8 1, 0 0, 2 0, 1 −2

√
2

9 1, 1 0, 0 0, 2 −2
√

2
10 1, 1 0, 2 0, 0 2

√
2

11 1, 2 0, 0 0, 1 2
√

2
12 1, 2 0, 1 0, 0 −2

√
2

𝛼 𝑖(𝛼) 𝑗 (𝛼) 𝑘 (𝛼) 𝑤 [𝑁 ]1
𝛼

1 0, 0 1, 1 1, 2 −2
√

2
2 0, 0 1, 2 1, 1 2

√
2

3 0, 1 1, 0 1, 2 2
√

2
4 0, 1 1, 2 1, 0 −2

√
2

5 0, 2 1, 0 1, 1 −2
√

2
6 0, 2 1, 1 1, 0 2

√
2

7 1, 0 0, 1 1, 2 2
√

2
8 1, 0 0, 2 1, 1 −2

√
2

9 1, 1 0, 0 1, 2 −2
√

2
10 1, 1 0, 2 1, 0 2

√
2

11 1, 2 0, 0 1, 1 2
√

2
12 1, 2 0, 1 1, 0 −2

√
2

表 0–1 左表和右表分别为单重子 𝜎 = 0, 1情况下的权重 𝑤 [𝑁 ]𝜎
𝛼

单重子在两种自旋下的 N [𝑁 ]
𝑤 = 12的权重映射关系如表 0-1中所示。对于 𝑝 − 𝑛

六夸克体系下 𝜌 = 0, 1, 2, 3这四种表示的权重映射关系表分别如表 0-2/0-4/0-3/0-5所
示。

为了方便表示，对于双重子体系的权重我们通过直接运算得出，首先我们给出

双重子的映射 𝛼(𝛼1, 𝛼2),由构造时给出的双重子算符可知，我们不考虑夸克交换对称
性，因此对于 𝜌 = 1, 3的情况 N [𝐷 ]1

𝑤 = N [𝐷 ]3
𝑤 = (N [𝐻 ]

𝑤 )2,

𝛼 = (𝛼1 − 1)N [𝐻 ]
𝑤 + 𝛼2 (0-9)

对于 𝜌 = 0, 3的情况 N [𝐷 ]0
𝑤 = N [𝐷 ]2

𝑤 = 2 × (N [𝐻 ]
𝑤 )2

𝛼 = (N [𝐻 ]
𝑤 )2 + (𝛼1 − 1)N [𝐻 ]

𝑤 + 𝛼2 (0-10)

因此我们可以利用单重子的权重直接对双重子的权重进行计算：

𝑤 [𝐷 ]0
𝛼 = − 1

√
2
𝑤 [𝑁 ]1

𝛼1
𝑤 [𝑁 ]0

𝛼2

𝑤 [𝐷 ]1
𝛼 = 𝑤 [𝑁 ]0

𝛼1
𝑤 [𝑁 ]0

𝛼2

𝑤 [𝐷 ]2
𝛼 =

1
√

2
𝑤 [𝑁 ]1

𝛼1
𝑤 [𝑁 ]0

𝛼2

𝑤 [𝐷 ]3
𝛼 = 𝑤 [𝑁 ]1

𝛼1
𝑤 [𝑁 ]1

𝛼2
(0-11)
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对于 𝑝−𝛬体系而言，其六夸克算符的权重映射与 𝑝−𝑛不同，其余均可通用（其
余情况不考虑夸克交换对称性），而其六夸克算符计算映射 𝛼(𝛼1, 𝛼2)的方式与双重子
类似，但是考虑到 𝑢(𝑝) ↔ 𝑢(𝛬), 𝑑 (𝑝) ↔ 𝑑 (𝛬) 的对称性，计算时会缩并许多表达相
同的 𝛼(𝛼1, 𝛼2)项，并利用下式计算权重 𝑤

[𝐻𝑝𝛬 ]𝜌
𝛼 :

𝑤
[𝐻𝑝𝛬 ]0
𝛼 = −𝑤 [𝑁 ]1

𝛼1
𝑤 [𝑁 ]0

𝛼2

𝑤
[𝐻𝑝𝛬 ]1
𝛼 =

√
2𝑤 [𝑁 ]0

𝛼1
𝑤 [𝑁 ]0

𝛼2

𝑤
[𝐻𝑝𝛬 ]2
𝛼 = 𝑤 [𝑁 ]1

𝛼1
𝑤 [𝑁 ]0

𝛼2

𝑤
[𝐻𝑝𝛬 ]3
𝛼 =

√
2𝑤 [𝑁 ]1

𝛼1
𝑤 [𝑁 ]1

𝛼2
(0-12)
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表 0–2 𝑝 − 𝑛六夸克 𝜌 = 0下的权重 𝑤
[𝐻𝑝𝑛 ]0
𝛼

𝛼 𝑙 (𝛼) 𝑗 (𝛼) 𝑘 (𝛼) 𝑙 (𝛼) 𝑚(𝛼) 𝑛(𝛼) 𝑤
[𝐻𝑝𝑛 ]0
𝛼

1 0, 0 0, 0 0, 1 1, 1 1, 2 1, 2 40
2 0, 0 0, 0 0, 2 1, 1 1, 1 1, 2 -40
3 0, 0 0, 1 0, 1 1, 0 1, 2 1, 2 -40
4 0, 0 0, 1 0, 2 1, 0 1, 1 1, 2 16
5 0, 0 0, 1 0, 2 1, 0 1, 2 1, 1 24
6 0, 0 0, 1 0, 2 1, 1 1, 0 1, 2 -24
7 0, 0 0, 2 0, 1 1, 0 1, 1 1, 2 24
8 0, 0 0, 2 0, 1 1, 0 1, 2 1, 1 16
9 0, 0 0, 2 0, 1 1, 1 1, 0 1, 2 -24
10 0, 0 0, 2 0, 2 1, 0 1, 1 1, 1 -40
11 0, 1 0, 0 0, 2 1, 0 1, 1 1, 2 24
12 0, 1 0, 0 0, 2 1, 0 1, 2 1, 1 -24
13 0, 1 0, 0 0, 2 1, 1 1, 0 1, 2 16
14 0, 1 0, 1 0, 2 1, 0 1, 0 1, 2 -40
15 0, 1 0, 2 0, 2 1, 0 1, 0 1, 1 40
16 0, 0 0, 0 1, 1 0, 1 1, 2 1, 2 -40
17 0, 0 0, 0 1, 1 0, 2 1, 2 1, 1 40
18 0, 0 0, 1 1, 0 0, 2 1, 1 1, 2 24
19 0, 0 0, 1 1, 0 0, 2 1, 2 1, 1 -24
20 0, 0 0, 1 1, 1 0, 2 1, 2 1, 0 -16
21 0, 1 0, 0 1, 0 0, 1 1, 2 1, 2 40
22 0, 1 0, 0 1, 0 0, 2 1, 1 1, 2 -24
23 0, 1 0, 1 1, 0 0, 2 1, 2 1, 1 -16
24 0, 1 0, 0 1, 1 0, 2 1, 2 1, 0 -24
25 0, 1 0, 1 1, 0 0, 2 1, 2 1, 0 40
26 0, 2 0, 0 1, 0 0, 1 1, 1 1, 2 -16
27 0, 2 0, 0 1, 0 0, 1 1, 2 1, 1 -24
28 0, 2 0, 0 1, 0 0, 2 1, 1 1, 1 40
29 0, 2 0, 0 1, 1 0, 1 1, 2 1, 0 24
30 0, 2 0, 1 1, 0 0, 2 1, 1 1, 0 -40
31 0, 0 1, 0 0, 1 1, 1 0, 2 1, 2 -96
32 1, 0 0, 0 1, 1 0, 1 1, 2 0, 2 96
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表 0–3 𝑝 − 𝑛六夸克 𝜌 = 2下的权重 𝑤
[𝐻𝑝𝑛 ]2
𝛼

𝛼 𝑙 (𝛼) 𝑗 (𝛼) 𝑘 (𝛼) 𝑙 (𝛼) 𝑚(𝛼) 𝑛(𝛼) 𝑤
[𝐻𝑝𝑛 ]2
𝛼

1 0, 0 0, 0 0, 1 1, 1 1, 2 1, 2 24
2 0, 0 0, 0 0, 2 1, 1 1, 1 1, 2 -24
3 0, 0 0, 1 0, 1 1, 0 1, 2 1, 2 -24
4 0, 0 0, 1 0, 2 1, 0 1, 1 1, 2 -16
5 0, 0 0, 1 0, 2 1, 0 1, 2 1, 1 40
6 0, 0 0, 1 0, 2 1, 1 1, 0 1, 2 40
7 0, 0 0, 2 0, 1 1, 0 1, 1 1, 2 40
8 0, 0 0, 2 0, 1 1, 0 1, 2 1, 1 -16
9 0, 0 0, 2 0, 1 1, 1 1, 0 1, 2 -40
10 0, 0 0, 2 0, 2 1, 0 1, 1 1, 1 -24
11 0, 1 0, 0 0, 2 1, 0 1, 1 1, 2 40
12 0, 1 0, 0 0, 2 1, 0 1, 2 1, 1 -40
13 0, 1 0, 0 0, 2 1, 1 1, 0 1, 2 -16
14 0, 1 0, 1 0, 2 1, 0 1, 0 1, 2 -24
15 0, 1 0, 2 0, 2 1, 0 1, 0 1, 1 24
16 0, 0 0, 0 1, 1 0, 1 1, 2 1, 2 24
17 0, 0 0, 0 1, 1 0, 2 1, 2 1, 1 -24
18 0, 0 0, 1 1, 0 0, 2 1, 1 1, 2 -40
19 0, 0 0, 1 1, 0 0, 2 1, 2 1, 1 40
20 0, 0 0, 1 1, 1 0, 2 1, 2 1, 0 -16
21 0, 1 0, 0 1, 0 0, 1 1, 2 1, 2 -24
22 0, 1 0, 0 1, 0 0, 2 1, 1 1, 2 40
23 0, 1 0, 0 1, 0 0, 2 1, 2 1, 1 -16
24 0, 1 0, 0 1, 1 0, 2 1, 2 1, 0 40
25 0, 1 0, 1 1, 0 0, 2 1, 2 1, 0 -24
26 0, 2 0, 0 1, 0 0, 1 1, 1 1, 2 -16
27 0, 2 0, 0 1, 0 0, 1 1, 2 1, 1 40
28 0, 2 0, 0 1, 0 0, 2 1, 1 1, 1 -24
29 0, 2 0, 0 1, 1 0, 1 1, 2 1, 0 -40
30 0, 2 0, 1 1, 0 0, 2 1, 1 1, 0 24
31 0, 0 1, 0 0, 1 1, 1 0, 2 1, 2 -96
32 1, 0 0, 0 1, 1 0, 1 1, 2 0, 2 -96
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表 0–4 𝑝 − 𝑛六夸克 𝜌 = 1下的权重 𝑤
[𝐻𝑝𝑛 ]1
𝛼

𝛼 𝑙 (𝛼) 𝑗 (𝛼) 𝑘 (𝛼) 𝑙 (𝛼) 𝑚(𝛼) 𝑛(𝛼) 𝑤
[𝐻𝑝𝑛 ]1
𝛼

1 0, 0 0, 0 0, 1 0, 1 1, 2 1, 2 48
√

2
2 0, 0 0, 0 0, 1 0, 2 1, 1 1, 2 -40

√
2

3 0, 0 0, 0 0, 1 0, 2 1, 2 1, 1 -8
√

2
4 0, 0 0, 0 0, 2 0, 1 1, 1 1, 2 -8

√
2

5 0, 0 0, 0 0, 2 0, 1 1, 2 1, 1 -40
√

2
6 0, 0 0, 0 0, 2 0, 2 1, 1 1, 1 48

√
2

7 0, 0 0, 1 0, 1 0, 2 1, 0 1, 2 40
√

2
8 0, 0 0, 1 0, 1 0, 2 1, 2 1, 0 8

√
2

9 0, 0 0, 1 0, 2 0, 2 1, 0 1, 1 -40
√

2
10 0, 0 0, 1 0, 2 0, 2 1, 1 1, 0 -8

√
2

11 0, 1 0, 0 0, 2 0, 1 1, 0 1, 2 8
√

2
12 0, 1 0, 0 0, 2 0, 1 1, 2 1, 0 40

√
2

13 0, 1 0, 0 0, 2 0, 2 1, 0 1, 1 -8
√

2
14 0, 1 0, 0 0, 2 0, 2 1, 1 1, 0 -40

√
2

15 0, 1 0, 1 0, 2 0, 2 1, 0 1, 0 48
√

2
16 0, 0 0, 0 0, 1 1, 1 0, 2 1, 2 -32

√
2

17 0, 0 0, 1 0, 1 1, 0 0, 2 1, 2 32
√

2
18 0, 0 0, 2 0, 1 1, 0 0, 2 1, 1 -32

√
2

19 0, 0 0, 0 1, 1 0, 1 1, 2 0, 2 -32
√

2
20 0, 1 0, 0 1, 0 0, 1 1, 2 0, 2 32

√
2

21 0, 2 0, 0 1, 0 0, 1 1, 1 0, 2 -32
√

2
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表 0–5 𝑝 − 𝑛六夸克 𝜌 = 3下的权重 𝑤
[𝐻𝑝𝑛 ]3
𝛼

𝛼 𝑙 (𝛼) 𝑗 (𝛼) 𝑘 (𝛼) 𝑙 (𝛼) 𝑚(𝛼) 𝑛(𝛼) 𝑤
[𝐻𝑝𝑛 ]3
𝛼

1 0, 0 0, 0 1, 1 1, 1 1, 2 1, 2 48
√

2
2 0, 0 0, 1 1, 0 1, 1 1, 2 1, 2 -40

√
2

3 0, 0 0, 1 1, 1 1, 0 1, 2 1, 2 -8
√

2
4 0, 0 0, 2 1, 0 1, 1 1, 1 1, 2 40

√
2

5 0, 0 0, 2 1, 1 1, 0 1, 2 1, 1 8
√

2
6 0, 1 0, 0 1, 0 1, 1 1, 2 1, 2 -8

√
2

7 0, 1 0, 0 1, 1 1, 0 1, 2 1, 2 -40
√

2
8 0, 1 0, 1 1, 0 1, 0 1, 2 1, 2 48

√
2

9 0, 1 0, 2 1, 0 1, 0 1, 1 1, 2 -40
√

2
10 0, 1 0, 2 1, 0 1, 0 1, 2 1, 1 -8

√
2

11 0, 2 0, 0 1, 0 1, 1 1, 1 1, 2 8
√

2
12 0, 2 0, 0 1, 1 1, 0 1, 2 1, 1 40

√
2

13 0, 2 0, 1 1, 0 1, 0 1, 1 1, 2 -8
√

2
14 0, 2 0, 1 1, 0 1, 0 1, 2 1, 1 -40

√
2

15 0, 2 0, 2 1, 0 1, 0 1, 1 1, 1 48
√

2
16 0, 0 1, 0 0, 1 1, 1 1, 2 1, 2 -32

√
2

17 0, 0 1, 0 0, 2 1, 1 1, 1 1, 2 32
√

2
18 0, 1 1, 0 0, 2 1, 1 1, 0 1, 2 -32

√
2

19 1, 0 0, 0 1, 1 0, 1 1, 2 1, 2 -32
√

2
20 1, 0 0, 0 1, 1 0, 2 1, 2 1, 1 32

√
2

21 1, 0 0, 1 1, 1 0, 2 1, 2 1, 0 -32
√

2
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致 谢

还记得在某节思修课上，老师问：“大学生活如果要分成八个部分，你们说是哪

八个部分？”同学们或面面相觑或小声嘀咕，突然身后传来一个很“合理”的回答：“大

一上、大一下、大二上、大二下、大三上、大三下、大四上、大四下”。如今，我已船

到桥头，回望那片曾经让我神往、让我迷茫的水域，难道我这四年的光阴真能被这样

简简单单划分、概括，然后不由分说地开启下一段航程吗？我想这一定是不能够的，

就像这四年里我亦或在如镜的湖面泛舟，又或者在野兽般激流中勇进，在驶入大海时

会欢呼，在遭遇风雨时会沮丧。古人云“不以物喜，不以己悲”，可我已然将自己放

入洪流之中，驾着一叶扁舟，真切地感受着每一股暗流，每一缕风，他们成为了我船

舷上的水渍和帆布上的褶皱，在朝着过往的船只，讲述着只属于我的故事，而这段故

事里的人们，那些关心、爱护、帮助过我的人啊，请让我边缝着渔网边讲给你听。

怀揣着对粒子世界的好奇心，我开始跟着王伟老师学习格点量子色动力学的有

关知识，我本愚笨，加之基础知识的储备不足，起步着实不易，但王老师一直躬身指

导，循循善诱，让我在得到结果收获满足感的同时，教会我其中的物理知识，这让我

迫切地想一步一步、追根溯源，寻找到那最基本的原理，于是我下定决心，希望能在

这片充满未知的海域不断探索和深潜。王伟老师自然成为了我学习的榜样，他那广而

深的知识储备、严谨认真的科研精神、严于律己的工作态度以及桃李春风的教学方

式，成为了我这段航程中收获的宝藏，更像是一阵阵东风，催促着我不断前行。与君

偕行,复有馀此之祥矣乎？谨以我最真诚、最热烈的情感，感谢王伟老师一路上的指
导、鼓励、帮助和教诲。

在王伟老师的身边，我遇到了一群同样热情、积极并且满怀科研热忱的可爱的人

们。感谢师姐刘航博士，她不厌其烦地教我怎么进行超算平台的使用，一些困扰我很

久的问题常常被她一句点破，在与她的讨论中，她的智慧、耐心、温柔和勤奋成为了

我身处迷雾中的灯塔。感谢师兄楚旻寰博士，在与他的多次讨论中让我真正认识到，

敢于质疑并且给出自己的见解才是科研的敲门砖。感谢师兄朱潜腾，感谢师兄帮我这

个刚入门的小师弟引领上路。在学习格点组态的相关知识之初，是师兄帮我答疑解

惑，耐心地回答我那琐碎的问题，在与他的讨论中，我们常有一种不谋而合的默契。

师兄的热情和对我信任就像一团火，消融了冰障，帮助我快速地融入这个大家庭。感

谢师兄高浩飞，他总是用轻松幽默的语言给我讲解着那晦涩冰冷的代码，在与他进行
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的多次讨论中，正是这种愉快而严谨的气氛，点亮了我一个个灵感，帮助我追寻想要

的答案。感谢昆山超算服务团队的工作人员，他们尽心尽职，认真负责，细心地帮我

解决着计算过程中大大小小的问题。

我更应该感谢的是我的家人，他们在我饱受风雨时安慰我，在我骄傲自满时告

诫我，他们无时无刻不为了我的生活、学业等等点点滴滴，但凡他们能够想到的而操

心。他们是一群习惯于在我离开时佯装岁月静好，却转身掩面；在我归来时看似平

静，却激动得几夜难寐的人，他们害怕我因想家而误了学习，担心我因休假就变得懈

怠。谢谢你们，我的家人们，没有你们的支持、陪伴和鼓励，我该如何行进，我该如

何砥砺前行。

我还需要感谢的，是我的室友买怡博、张萌和李明晨，他们在生活上为我营造了

轻松快乐的寝室氛围，让我在学习工作之余，能够畅谈阔论，身心放松，这与他们的

友善、真诚和开朗密切相关。在这段航程中，总是不缺乏同行者，我经常和同学孟显

宇、邵恒斌、贾宜杰、吕融一和孙志明讨论各自的学习情况，科研进展等等，他们常

常会站在我的角度帮我处理在学习和生活中遇到的问题和困难，高山流水，知音难

觅，感谢让我遇见你们，遇见你们，就像遇见了自己的内心。在学习的过程中我常遇

到一些技术类型的问题，感谢同学王心想，耐心地教我如何处理基本的报错问题，让

刚开始对编程一窍不通的我来说受益匪浅。最后要感谢我的朋友胡骏鹏、雷俊、张铁

铮、陈西苓和刘明星，你们成为我的生活中的彩虹，不论我或喜或悲，或灰暗或靓丽，

你们都为我那单调的底板上抹上了五彩斑斓。

看，我并不是一叶孤舟漂浮于天地之间，我的身边正因有你们的陪伴，这一路的

旅途不仅不孤单，反而充实而有意义。而如今轻舟已过万重山，岸上的我想起了你们

的脸，又回想起当初思修课的点点，大学的生活为何定要分成八个部分呢，明明是这

些人和事交织成了线，永远地缠绕在了我的心间。感谢你们，感谢陪伴我一路走来的

你们，不论过了这个码头，我们是否还能相见，我都祝愿你们身体健康、前途似锦！

54



上海交通大学学位论文

EXPLORING HEXAQUARK/DINUCLEON FROM LATTICE
QCD

In lattice QCD theory, the four-dimensional space-time is discretized into a finite lat-
tice network, where quarks are placed on these lattice sites, representing the positions of the
fermionic fields, while gluons exist on the link lines between adjacent lattice sites, called
gauge links. This discretization method makes it possible to use computer simulations to
calculate various strong interaction processes and properties. In lattice quantum chromody-
namics, the quark fields and gluon fields are discretized into finite space-time lattices, al-
lowing us to perform numerical calculations using the Monte Carlo method. Particularly, by
calculating the Euclidean time dependence of the correlation functions through this method,
we can determine the discrete spectra of various hadrons. Therefore, lattice quantum chro-
modynamics provides us with a technique akin to first principles for exploring many physical
quantities, such as the hadronic spectra, scattering phases, and radiative transitions.

Within the framework of lattice quantum chromodynamics (Lattice QCD), we primarily
analyze the hidden charm and hidden strange hexaquarks, 𝑝-𝑛 and 𝑝-𝛬 scattering, as well as
the 𝑝-𝛬 interaction. These studies will not only aid in capturing signals of relevant particles
in future high-energy physics experiments but, more importantly, lay a reliable theoretical
foundation for investigating N-N/Y-N scattering and Y-N interactions.

This study first introduces the path integral formalism for computing expectation values
of physical observables in lattice QCD, including quantities like configurations, gauge links,
and minimal Wilson loops. We derive the discretized lattice QCD action. For numerical cal-
culations, we analyze different Markov chain update methods for the 1+1 dimensional U(1)
and SU(2) groups, illustrating the Monte Carlo simulation process in detail. For the U(1)
configuration, we qualitatively provide the relationship between step size and convergence
rate; for the SU(2) configuration, we calculate the minimal Wilson loop values for different
coupling constants and lattice discretizations. Finally, we outline the general method for cal-
culating hadron spectra in lattice QCD, establishing a theoretical foundation for subsequent
research.

This study focuses on the hexaquark system. We parametrize the correlation functions by
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analyzing the time dependence of physical observables in Euclidean space-time, deducing the
process of extracting effective masses from lattice QCD. In numerical analysis, we employ
the Jackknife technique to reduce data fluctuations and the covariance matrix to describe
strong correlations between data. Simultaneously, for the generated two-point correlation
function matrix elements, we use various fitting methods, including constant fits, two-state
fits, and the Model Average method, to obtain the ground-state energy. First, we construct
two-point correlation functions for pions and protons, extracting their effective masses. By
comparing with the pion and configuration parameter masses, as well as the fitted proton
mass with the experimental value, we demonstrate that our configurations and methods can
reasonably describe them.

Under four quantum numbers 𝐼 (𝐽𝑃𝐶) = 1(0++), 1(0−+), 1(1++), 1(1−−), we construct hex-
aquark operators with the hadronic component 𝑢 𝑠 𝑐 𝑑 𝑠 𝑐 to form the correlation matrix. By
analyzing the time dependence of the matrix elements, we extract the effective mass of this
quasi-hexaquark particle from the two-point correlation functions. Ultimately, through two-
state fits, we obtain the hexaquark ground-state energy in the range of 3.9-4.4 GeV, further
validating the fitting results’ accuracy using the Model Average method, with both methods
yielding consistent results. This energy range is close to the expectations of certain threshold
models and other theoretical models, providing a signal range for the future experimental
exploration of hexaquarks. Revealing the existence of hexaquarks could not only enrich the
diversity of multiquark systems but also aid in unraveling the non-perturbative nature of
quark and gluon interactions, a crucial step in developing QCD theory.

This study also focuses on 𝑝-𝑛 and 𝑝-𝛬 scattering processes. By mapping color-spin
indices to weight indices, we reconstruct single-nucleon operators. Based on different con-
traction properties, we construct four types of two-point correlation functions at the quark
level: H(sink)H(source), H(sink)D(source), D(sink)H(source), and D(sink)D(source), form-
ing the correlation matrix. We test the forms of 𝑝-𝑛 and 𝑝-𝛬 correlation functions under
different sources (Point-source and Wall-source) and extract their effective masses. We then
perform two-state fits on the 𝑝-𝑛 and 𝑝-𝛬 two-point correlation functions, obtaining the ef-
fective mass ranges for three different contraction schemes.

Furthermore, we perform a variational analysis on the 𝑝-𝛬 system, extracting the ground
state and first excited state energies. We compare the advantages and disadvantages of using
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Point-source and Wall-source. The Point-source can clearly separate the ground state and
first excited state, while the Wall-source, although faster in ground-state saturation and with
smaller noise and more stable signals, has difficulty separating excited states. To combine
their advantages and eliminate their drawbacks, we propose an optimized approach: (1) using
a Smeared Point-source for the calculation to obtain the ground-state signal faster; (2) em-
ploying the distillation method to reduce excited-state effects and increase the signal-to-noise
ratio.

We focus on the 𝑝-𝛬 interaction in the 3𝑆1 channel. We extract the NBS wave function
from the four-point correlation function and perform mathematical operations such as taking
derivatives on the wave function using the HAL QCD method to extract the leading-order
effective potential. We test the forms of the NBSwave function using different sources (Point-
source and Wall-source), finding that the Wall-source, due to its larger spatial range source,
allows the wave function to reach ground-state saturation faster. Considering the statistical
limitations, we ultimately choose the NBS wave function at the time slice of 4, and for the
obtained leading-order effective potential, we perform a Gaussian potential fit, yielding good
fits within the finite configuration ensemble.

Overall, this study systematically explores themicroscopic properties of hexaquark bound
states, N-N/Y-N scattering processes, and Y-N interactions within the lattice QCD frame-
work through numerical calculations and analysis, laying a theoretical foundation for future
experimental detection of relevant particles and the description of N-N/Y-N hadronic forces.
Looking ahead, we can further improve statistical precision, repeat calculations in larger
physical volumes, employ different configuration parameters for larger-scale computations,
perform chiral and continuum limit extrapolations to extract more accurate physical infor-
mation. We need to numerically calculate correlation functions and effective masses for
various mesons and baryons and compare them with experimental values. Additionally, we
should generate meson and baryon propagators at different momenta to study their disper-
sion relations through contraction calculations. In the study of the 𝑝-𝛬 interaction potential,
we need to extend the scalar distance to the spherical surface for calculations and introduce
the time-dependent leading order when computing the effective potential to provide a more
reasonable description of the 𝑝-𝛬 interaction potential. Moreover, we should perform par-
allel calculations for other 𝑝-𝛬 coupling channels, aiming to comprehensively explore this
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unknown system.
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