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快速高斯和算法

快速高斯和算法

摘 要

在科学计算和工程计算的许多应用中, 为了构造有效的核求和或卷积算法, 经常需要用
高斯和或指数和来逼近相互作用的核. 在本文中, 通过引入 de la Vallée-Poussin和与 Cheby-
shev 多项式, 我们提出了一种与核函数无关的高斯和 (Sum-Of-Gaussian, SOG) 逼近方法.
SOG 适用于一般的相互作用核函数并且高斯带宽的下界是可控制的, 因此高斯带宽可以
很容易用快速高斯算法求和. 高斯项数还可以通过基于平方根法的平衡截断的模型缩减进
行减少. 数值结果表明了模型的精度和模型降阶的效率, 算法具有良好的性能. 我们称之
为 VPMR 算法. 其中 VP 表示 de la Vallée-Poussin 和, MR 则表示模型降阶 (Model Reduc-
tion,MR). 这种算法也可以通过变量代换完成指数和 (Sum-Of-Exponential, SOE)估计. 本文
针对 VPMR算法对于 SOG估计给出了详细的误差分析，结合理论分析和实际实验两方面证
明算法高精度的性质.
在已有结果的基础上, 我们又开发了一种基于 SOE 的快速的时间卷积积分数值算法,

允许对 𝑁 个时间步长进行 𝑁 阶计算复杂度来逼近一个连续的时间卷积积分. 如果核函数
奇异, 我们则利用截断操作将核函数分为奇异与非奇异两部分. 对于分裂卷积核的非奇异
部分, 卷积积分可以作为一个常微分方程系统利用 Runge-Kutta方法解决. 其余的奇异部分
则利用广义泰勒展开进行显式逼近. 这一算法的优点来源于 VPMR算法的 SOE估计是有效
的, 准确的, 并且其带宽可控. 我们对基于 SOE 的卷积积分与卷积积分方程进行了数值分
析. 在不同核函数上的数值结果表明, 时间卷积积分和时间卷积积分方程在精度和效率上都
表现出了该方法的良好的性能. 此外, 我们还研究了 SOG在快速高斯变换算法中的应用. 通
过理论分析和实际实验, 证明了这种耦合方式的优越性.

关键词：高斯和估计，相互作用核函数，de la Vallée-Poussin和，模型降阶，时间卷积积分，
快速高斯变换
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A FAST SUM-OF-GAUSSIAN METHOD

ABSTRACT

Approximation of interacting kernels by sum of Gaussians (SOG) or sum of exponentials (SOE)
is frequently required in many applications of scientific and engineering computing in order to con-
struct efficient algorithms for kernel summation or convolution problems. In this paper, we propose
a kernel-independent SOG(SOE) method by introducing the de la Vallée-Poussin sum and Cheby-
shev polynomials. The SOG works for general interacting kernels and the lower bound of Gaussian
bandwidths is tunable and thus the Gaussians can be easily summed by fast Gaussian algorithms.
The number of Gaussians can be further reduced via the model reduction based on the balanced
truncation based on the square root method. Numerical results on the accuracy and model reduction
efficiency show attractive performance of the proposed method. We call the algorithm VPMR. VP
represents the de la Vallée-Poussin sum and MR represents the model reduction. This algorithm can
perform sum-of-exponential (SOE) estimation by variable substitution. VPMR can perform sum-
of-exponential (SOE) estimation by variable substitution. In this paper, the error analysis of VPMR
algorithm for SOG estimation is given in detail, and the high precision of the algorithm is proved
by combining with practical experiments.

On the basis of existing results, we develop a fast algorithm for convolution quadrature based
on the SOE, which allows an order N calculation for N time steps of approximating a continuous
temporal convolution integral.We employ the SOE expansion for the finite part of the splitting con-
volution kernel such that the convolution integral can be solved as a system of ordinary differential
equations due to the exponential kernels. The remaining part is explicitly approximated by em-
ploying the generalized Taylor expansion. The significant features of our algorithm are that the
SOE method is efficient and accurate, and works for general kernels with controllable upperbound
of positive exponents. We provide numerical analysis for the SOE-based convolution quadrature.
Numerical results on different kernels, the convolution integral and integral equations demonstrate
attractive performance of both accuracy and efficiency of the proposed method. In addition, we also
examined the application of SOG to FGT. Through theoretical analysis and practical experiments,
we prove the advantages of this coupling.

Key words: Sum-of-Gaussians, interaction kernels, de la Vallée-Poussin sums, model reduction,
convolution integral, fast Gauss transform
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第一章 概述

对于在有限区间 𝐷 内给定的函数 𝑓(𝑥), 与一个估计的误差阈值 𝜖, 本文旨在考虑函数
𝑓(𝑥)的高斯和 (Sum-Of-Gaussian,SOG)展开

max
𝑥∈𝐷 |

𝑓 (𝑥) − ∑
𝑗

𝑤𝑗𝑒−𝑡𝑗𝑥2

|
< 𝜀max

𝑥∈𝐷
|𝑓 (𝑥)|, (1–1)

其中 𝑤𝑗 和 1/√𝑡𝑗 被分别称为第 𝑗 项的权重和带宽. 在过去几十年中, SOG技术引起了广泛
的关注. 因为它可以在许多科学计算的应用中发挥作用, 诸如物理空间中的卷积积分[1-3],
求和问题[4-5], 以及非反射边界条件的波动方程问题[6-9]. 上述问题的许多核函数实际上都
具备径向基的形式, 即 𝑓(𝑥) = 𝑓(‖𝒙‖), 𝒙 ∈ ℝ𝑑 , 例如幂核函数 ‖𝒙‖−𝑠, 𝑠 > 0, Hardy 核函数
√‖𝒙‖2 + 𝑠2, Matérn核函数[10] 等. 对这些核函数的 SOG估计可以极大降低在对应问题中的
运算成本, 因为高斯核函数可以利用展开而使得不同维度的变量分离, 从而对核函数 𝑓(𝑥)
的卷积可以处理为若干个一维卷积问题的加和.
公式(1–1)的求解在文献[11-21] 中有较为深刻的研究. 目前解决这个问题的方法主要有两

种. 其一为利用函数 𝑓(𝑥) 的 Laplace 变换的最佳有理近似. Laplace 变换的线性性质与指数
函数的拉普拉斯变换为有理函数为这种方法提供了理论可能. 径向基函数的换元 𝑦 = √𝑥使
得得到的指数和展开 (Sum-Of-Exponential,SOE)可以转化为 SOG. 如果最后的结果对于带宽
没有要求. 这种方法是一种高效的算法. 例如. 幂核函数 𝑥−𝑠 可以有如下的逆 Laplace变换
式[12],

𝑥−𝑠 = 1
𝛤 (𝑠) ∫

∞

−∞
𝑒−𝑒𝑡𝑥+𝑠𝑡𝑑𝑡, (1–2)

其中𝛤 (⋅)为Gamma函数. 对这个积分进行数值积分求解, 从而可以得到一组 SOE. 这种利用
数值积分得到 SOG或者 SOE的方法往往具有高精度的特点. 一般核函数的基于逆 Laplace
变换和数值积分的 SOG逼近方法在 Dietrich和 Hackbusch的文献中有详细介绍[14].
另一种实现 SOG 逼近的主流方法是最小二乘法. 然而直接应用最小二乘法往往会出

现病态矩阵而导致误差较大的情况. 利用分部差分分解和改进的 Gram-Schmidt方法可以解
决最小二乘法出现的误差问题, 从而显著提高了精度[21]. Greengard等人[3] 为径向对称核函
数的 SOG 开发了一种黑箱方法. 该方法分配了位于正实轴上的一组对数等距点 𝑡𝑗 , 然后
通过自适应二分法构造了一组采样点 𝑥𝑖. 从而拟合矩阵 𝐴 由 𝐴𝑖𝑗 = 𝑒−𝑡𝑗𝑥𝑖 给出, 而右端的
向量 𝑏 由 𝑏𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) 给出. 在通过求解最小二乘问题得到权值后, 引入了模型约简 (Model
Reduction,MR)[22] 技术中的平方根方法来减少指数项数量, 并实现一个接近最优的 SOG近
似.
使用高斯函数逼近目标函数实际上是一个高度非线性的问题. 设计 𝑡𝑗 的近似方案, 使它

有一个正数下界（即带宽的下界与高斯项数量无关）是非平凡且极其有意义的. 因为在快速
高斯变换 (Fast Gauss Transform,FGT)[23-24]计算由 SOG近似的核求和问题的应用中, 一个小
的带宽下界会严重降低算法的性能. 由于这一缺陷, FGT在某些特定带宽的高斯函数核求和
问题中无法得到广泛应用. 如果能够设计出可以解决带宽控制的 SOG算法, 将可以大大提
升 FGT的性能. 在这项工作中, 提出了一种新的核无关的 SOG方法, 它保持了高精度和可
调的带宽下界. 通过一个变量替换, 用 de la Vall´ee-Poussin(VP)和[25-26] 来构造核的高斯近

第 1页共 50页



快速高斯和算法

似. 变量替换引入了一个参数 𝑛𝑐 , 它允许调整高斯函数的最小带宽. 此外, MR技术可以进一
步用于减少在指定的精度水平下的高斯项数, 从而实现一个优化过后的 SOG近似.

SOE近似与 SOG近似类似. 设计一些附加约束的 SOE近似是强非线性和高度非平凡的
问题, 在文献中是一个广泛研究的课题[11-16, 18, 21, 27]. 在得到高精度 SOG展开的基础上, 可
以通过变量代换来得到目标函数的 SOE展开. 同样地, 这样得到的 SOE展开也具有高精度,
带宽可控等优良性质. 高精度的近似在科学计算中有极其广泛的应用, 诸如时间卷积积分的
计算与时间卷积积分方程的求解. 卷积积分的计算与卷积积分方程的数值求解原本广泛使
用基于 Laplace变换的 Runge-Kutta方法. 该种方法的核心思想即是利用 Laplace变换把卷积
积分的核函数转化为 SOE的形式. 因而利用高精度的 SOE来代替 Laplace变换去求解时间
卷积积分问题是理论可行的. 本文则对这种理论可能进行了理论和实验两个方面的尝试. 从
误差分析与数值算例说明这种原创算法的优良性质.
本文所使用的利用 VP和进行 SOG(SOE)估计, 之后使用MR技术进行约简的方法系首

创. 并且研究的结果相较于历史结果从某种程度上更好解决了历史上 SOG(SOE) 估计问题
中所遇到的带宽可控, 系数解析的难题. 这种难题的突破使得 VPMR算法所得到的结果可
以与许多其他的算法相耦合, 从而拓宽了该算法的应用领域.
本文的其余部分组织如下. 第二章详细介绍 SOG估计和 SOE估计的算法, 并将其与其

它历史方法进行比较. 第三章介绍 SOE估计耦合下的时间卷积积分计算, 并对其进行详细
的误差分析. 第四章介绍 SOE估计耦合下的卷积积分方程的求解, 通过一个简单的算例说
明耦合的优点. 第五章介绍 SOG估计耦合下的多重快速高斯变换, 并对耦合之后的时间复
杂度与误差进行理论分析. 第六章则展示所有耦合算法的相关算例.
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第二章 高斯和估计与指数和估计

在这一节中, 我们首先考虑用高斯函数的线性组合逼近有限实区间上的函数, 即使用 𝑝
个高斯函数的和

𝑓𝑝(𝑥) =
𝑝

∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝑒−𝑥2/𝑠2
𝑗 , (2–1)

对目标函数 𝑓(𝑥)进行逼近[28]. 其中 𝑤𝑗 和 𝑠𝑗 分别为线性系数和带宽. 定义 𝑠𝑝 = min
𝑗

|𝑠𝑗|为
最小带宽.

2.1 de la Vallée Poussion和
首先考虑 VP和. 设目标函数 𝑓(𝑥)为定义在实正半轴上的光滑连续函数, 且在无穷远处

存在有限极限. 不失一般性, 假设目标函数的极限为 0, 即 lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 0. 考虑如下的变量代
换：

𝑥 = √−𝑛𝑐 log(
1 + cos 𝑡

2 ), 𝑡 = [0, 𝜋], (2–2)

其中 𝑡 ↔ 𝑥为一个一一映射. 参数 𝑛𝑐 为一个正常数, 它决定了带宽的下界. 设 𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑥),
则 𝜑(𝑡)在 [0, 𝜋]上光滑连续. 而且有 𝜑(0) = 𝑓(0)和 𝜑(𝜋) = 𝑓(∞) = 0. 对 𝜑(𝑡)进行偶延拓,
以至于其可以看做 (−∞, ∞)上周期为 2𝜋的偶函数.
函数 𝜑(𝑡)的 VP和定义为[29]

𝑉𝑛[𝜑(𝑡)] = 1
𝑛

2𝑛−1

∑
ℓ=𝑛

𝑆ℓ[𝜑(𝑡)], (2–3)

其中

𝑆ℓ[𝜑(𝑡)] =
ℓ

∑
𝑘=0

𝑎𝑘 cos(𝑘𝑡), (2–4)

为 𝜑(𝑡)的 Fourier级数的部分和, Fourier系数 𝑎𝑘 则定义为

𝑎𝑘 =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

1
𝜋 ∫

𝜋

0
𝜑(𝑡)𝑑𝑡, for 𝑘 = 0,

2
𝜋 ∫

𝜋

0
𝜑(𝑡) cos(𝑘𝑡)𝑑𝑡, for 𝑘 ≥ 1.

(2–5)

VP和, 即公式(2–3)可以分解为两部分,

𝑉𝑛[𝜑(𝑡)] = 𝑆𝑛[𝜑(𝑡)] +
𝑛−1

∑
ℓ=1

(1 − ℓ
𝑛 ) 𝑎𝑛+ℓ cos [(𝑛 + ℓ)𝑡] . (2–6)

在公式(2–6)代入逆变换 𝑡 = arccos(2𝑒−𝑥2/𝑛𝑐 − 1)可得到

𝑓𝑝(𝑥) =
𝑛

∑
ℓ=0

𝑎ℓ𝑇ℓ (2𝑒−𝑥2/𝑛𝑐 − 1) +
𝑛−1

∑
ℓ=1

(1 − ℓ
𝑛 ) 𝑎𝑛+ℓ𝑇𝑛+ℓ (2𝑒−𝑥2/𝑛𝑐 − 1) (2–7)
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其中 𝑓𝑝(𝑥) = 𝑉𝑛[𝜑(𝑡)]为目标函数 𝑓(𝑥)的一个逼近. 由定理2.1可知它是一个项数为 𝑝 = 2𝑛
的 SOG展开. 这里 𝑇𝑚(𝑥)为 𝑚阶 Chebyshev多项式, 定义为

𝑇𝑚(𝑥) = cos(𝑚 arccos(𝑥)) =
⌊𝑚/2⌋

∑
ℓ=0

(−1)ℓ
(

𝑚 − ℓ
2ℓ )𝑥𝑚−2ℓ(1 − 𝑥2)ℓ. (2–8)

将公式(2–8)代入到公式(2–7)中并且对系数进行整理, 可以得到如下的定理2.1.

定理 2.1 定义在公式 (2–7)中的函数 𝑓𝑝(𝑥)可以写做如下 SOG的形式,

𝑓𝑝(𝑥) =
2𝑛−1

∑
𝑗=0

𝑤𝑗𝑒−𝑗𝑥2/𝑛𝑐 , (2–9)

其中 𝑝 = 2𝑛. 这里系数 𝑤𝑗 为,

𝑤𝑗 =

⎧⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

𝑎0 +
𝑛

∑
ℓ=1

(−1)ℓ𝑎ℓ +
𝑛−1
∑

ℓ=1
(−1)𝑛+ℓ

(1 − ℓ
𝑛 ) 𝑎𝑛+ℓ, 𝑗 = 0,

22𝑗
𝑛

∑
ℓ=𝑗

(−1)ℓ−𝑗 ℓ
ℓ + 𝑗 (

ℓ + 𝑗
ℓ − 𝑗)𝑎ℓ +

𝑛−1

∑
ℓ=1

𝑐𝑗ℓ
𝑛 𝑎𝑛+ℓ, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛,

𝑛−1
∑

ℓ=𝑗−𝑛
𝑐𝑗ℓ

𝑛 𝑎𝑛+𝑙, 𝑗 > 𝑛,

(2–10)

有

𝑐𝑗ℓ
𝑛 = (−1)𝑛+ℓ−𝑗

(1 − ℓ
𝑛 )

(𝑛 + ℓ)
𝑛 + ℓ + 𝑗 (

𝑛 + ℓ + 𝑗
𝑛 + ℓ − 𝑗)22𝑗 .

公式(2–9)给出了第 𝑗 个 (𝑗 > 0)高斯项带宽为 𝑠𝑗 = √𝑛𝑐 /𝑗 的 SOG展开的显式表达. 注意到
整个表达式中引入的唯一近似值是在公式(2–5)中的 Fourier系数的数值计算. 并且可以引入
快速余弦变换等方法来加速系数的计算过程.

注 最小带宽为 𝑠𝑝 = √𝑛𝑐 /(2𝑛 − 1), 从而 𝑛𝑐 决定了所有带宽的下界. 如果保证 𝑛𝑐 ∼ 𝑛,
带宽会渐近地趋于常数.

SOE的展开同理,对应公式2–2的变量代换变为

𝑥 = −𝑛𝑐 log(
1 + cos 𝑡

2 ) , 𝑡 ∈ [0, 𝜋], (2–11)

VP和表达式变为

𝑉𝑛[𝜑(𝑟)] = 2
𝑛𝜋

2𝑛−1

∑
ℓ=𝑛

ℓ

∑
𝑗=0

𝛼𝑗 cos(𝑗𝑡) ∫
𝜋

0
𝜑(𝜏) cos(𝑗𝜏)𝑑𝜏 (2–12)

其中 𝛼𝑗 = 1, 𝑗 ≥ 1且 𝛼0 = 1/2. 代入后有

𝑓(𝑥) ≈ 1
𝜋 ∫

𝜋

0
𝜙(𝜏)𝑑𝜏 +

2𝑛−1

∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝑇𝑗(2𝑒−𝑥/𝑛𝑐 − 1) (2–13)
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其中系数为

𝑎𝑗 = max{
2
𝜋 , 4𝑛 − 2𝑗

𝑛𝜋 } ∫
𝜋

0
𝐾(𝜏) cos(𝑗𝜏)𝑑𝜏 (2–14)

最后得到 SOE

𝑓(𝑥) ≈
2𝑛−1

∑
𝑗=0

𝑤𝑗𝑒−𝑗𝑥/𝑛𝑐 , (2–15)

其中线性系数为

𝑤𝑗 =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

2𝑎0 +
𝑛

∑
ℓ=1

(−1)ℓ 𝑛
2𝑛 − ℓ𝑎ℓ +

𝑛−1
∑

ℓ=1
(−1)𝑛+ℓ 𝑛 − ℓ

2𝑛 − ℓ𝑎𝑛+ℓ, for 𝑗 = 0

22𝑗
𝑛

∑
ℓ=𝑗

(−1)ℓ−𝑗 𝑛ℓ
(ℓ + 𝑗)(2𝑛 − ℓ)(ℓ+𝑗

ℓ−𝑗)𝑎ℓ +
𝑛−1
∑

ℓ=1
𝑐𝑗ℓ

𝑛
𝑛

2𝑛 − ℓ𝑎𝑛+ℓ, for 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛

𝑛−1
∑

ℓ=𝑗−𝑛

𝑛𝑐𝑗ℓ
𝑛

2𝑛 − ℓ𝑎𝑛+ℓ, for 𝑗 > 𝑛

(2–16)

其中

𝑐𝑗ℓ
𝑛 = (−1)𝑛+ℓ−𝑗

(1 − ℓ
𝑛 )

(𝑛 + ℓ)
𝑛 + ℓ + 𝑗 (

𝑛 + ℓ + 𝑗
𝑛 + ℓ − 𝑗)22𝑗 . (2–17)

不难证明公式(2–16)与公式(2–10)等价. 后续的误差分析与模型降阶也均以 SOG作为基准.

2.2 误差分析
这里我们将讨论使用 VP 和 𝑉𝑛[𝜑(𝑡)] 估计目标函数 𝜑(𝑡) 所产生的误差. 假设 𝜑(𝑡) 在

[−𝜋, 0) ∪ (0, 𝜋]内至少二阶可微, 将会分别讨论 𝑡 = 0处不可微和至少一阶可微两种情况下的
误差.
当 𝜑(𝑡)在 𝑡 = 0处不可微时, 已有文献证明 VP和 𝑉𝑛[𝜑(𝑡)]在 ℝ上一致收敛于 𝜑(𝑡), 但

是在 𝑡 = 0一点处的收敛速率明显更低. 对于具体的收敛阶, 根据 Boyer和 Goh的文献[30],
有如下结果：

𝑉𝑛[𝜑(0)] − 𝜑(0) = − ln 2
𝑛𝜋 √𝑛𝑐𝑓 ′(0) + 𝑂 (𝑛−3/2) . (2–18)

当 𝜑(𝑡)在 𝑡 = 0处一阶可微时, 不妨设 𝑓 ′(0) = 0因为许多径向函数都满足 𝑓 ′(0) = 0这
一性质, 例如逆二次核和 Matérn核 (𝜈 ≥ 1). 在这种情况下在公式(2–18)中的右侧第一项为
0, 误差的阶数会更高. 实际上, 定理2.2表明, 误差将会达到 𝑂 (𝑛−2), 而不是 𝑂(𝑛−3/2).

定理 2.2 假设 𝑉𝑛[𝜑(𝑡)]为 𝜑(𝑡)的 𝑛阶 VP和估计, 且 𝜑(𝑡)在 [0, 𝜋]上二阶可微, 周期为
2𝜋. 若 𝑓 ′(0) = 0, 则有

𝑉𝑛[𝜑(0)] − 𝜑(0) = 𝑂 (𝑛−2) , (2–19)

𝑉𝑛[𝜑(𝑡)] − 𝜑(𝑡) = 𝑜 (𝑛−2) , 𝑡 ≠ 0. (2–20)

证明 𝑆𝑛[𝜑(𝑡)]和 𝑉𝑛[𝜑(𝑡)]分别表示 𝑛阶 Fourier部分和和 𝑛阶 𝜑(𝑡)和估计. 引入 Fejér
部分和为

𝜎𝑛[𝜑(𝑡)] = 1
𝑛 + 1

𝑛

∑
ℓ=0

𝑆ℓ[𝜑(𝑡)] (2–21)
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从而 VP和估计的误差可以表示为

𝑉𝑛[𝜑(𝑡)] − 𝜑(𝑡) = 2𝜎2𝑛[𝜑(𝑡)] − 𝜎𝑛[𝜑(𝑡)] − 𝜑(𝑡). (2–22)

由 Fejér部分和的性质知[26]

𝜎𝑛[𝜑(𝑡)] − 𝜑(𝑡) = 1
𝑛𝜋 ∫

𝜋

−𝜋
[𝜑(𝑡 + 𝜉) − 𝜑(𝑡)]

sin2 𝑛𝜉
2

2 sin2 𝜉
2

𝑑𝜉. (2–23)

把公式(2–23)代入(2–22)中有

𝑉𝑛[𝜑(𝑡)] − 𝜑(𝑡) = 1
𝑛𝜋 ∫

𝜋

−𝜋
[𝜑(𝑡 + 𝜉) − 𝜑(𝑡)]

cos 𝑛𝜉 − cos 2𝑛𝜉
4 sin2 𝜉

2
𝑑𝜉. (2–24)

考虑 𝑡 = 0的情形, 公式(2–24)可以展开为两部分, 𝐼1 和 𝐼2, 即

𝐼1 = 1
𝑛𝜋 ∫

𝜋

0
(𝜑(𝜉) − 𝜑(0))cos 𝑛𝜉 − cos 2𝑛𝜉

4 sin2 𝜉
2

𝑑𝜉 (2–25)

与

𝐼2 = 1
𝑛𝜋 ∫

0

−𝜋
(𝜑(𝜉) − 𝜑(0))cos 𝑛𝜉 − cos 2𝑛𝜉

4 sin2 𝜉
2

𝑑𝜉. (2–26)

首先考虑 𝐼1, 将其分解为 𝐼1 = 𝐼11 + 𝐼12, 即

𝐼11 = 1
𝑛𝜋 ∫

𝜋

0
(𝜑(𝜉) − 𝜑(0))(cos 𝑛𝜉 − cos 2𝑛𝜉)

(
1

4 sin2 𝜉
2

− 1
𝜉2 )

𝑑𝜉 (2–27)

与

𝐼12 = 1
𝑛𝜋 ∫

𝜋

0
(𝜑(𝜉) − 𝜑(0))(cos 𝑛𝜉 − cos 2𝑛𝜉) 1

𝜉2 𝑑𝜉. (2–28)

在公式(2–27)中, 1/4 sin2(𝜉/2) − 1/𝜉2 在 [0, 𝜋]内取值范围为 (0.08, 0.15), 而且被积函数的每一
部分都在 [0, 𝜋]内连续, 故可由第一积分中值定理, 存在一个正实数𝑀1 使得

𝐼11 = 𝑀1
𝑛𝜋 ∫

𝜋

0
(𝜑(𝜉) − 𝜑(0))(cos 𝑛𝜉 − cos 2𝑛𝜉)𝑑𝜉. (2–29)

由分部积分法, 可得

𝐼11 =𝑀1
𝑛𝜋 [(

1
𝑛 sin 𝑛𝜉 − 1

2𝑛 sin 2𝑛𝜉)
𝜑(𝜉) − 𝜑(0)

𝜉 |
𝜋

𝜉=0]
−

∫
𝜋

0

𝑑 𝜑(𝜉)−𝜑(0)
𝜉

𝑑𝜉 (
1
𝑛 sin 𝑛𝜉 − 1

2𝑛 sin 2𝑛𝜉) 𝑑𝜉

= 𝑀1
𝑛2𝜋 ∫

𝜋

0

𝑑 𝜑(𝜉)−𝜑(0)
𝜉

𝑑𝜉 (sin 𝑛𝜉 − 1
2 sin 2𝑛𝜉) 𝑑𝜉

=𝑂 (
1
𝑛2 ) ,

(2–30)

其中最后两步使用了一个事实, 𝜑′(0) = 0 且 𝜑″(0) 存在. 对于 𝐼12, 也可以将其分为两部
分, 𝐼12 = 𝐼121 + 𝐼122, 即

𝐼121 = 1
𝑛𝜋 ∫

1
𝑛

0
(𝜑(𝜉) − 𝜑(0))(cos 𝑛𝜉 − cos 2𝑛𝜉) 1

𝜉2 𝑑𝜉, (2–31)
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与

𝐼122 = 1
𝑛𝜋 ∫

𝜋

1
𝑛

(𝜑(𝜉) − 𝜑(0))(cos 𝑛𝜉 − cos 2𝑛𝜉) 1
𝜉2 𝑑𝜉. (2–32)

注意到 cos 𝑛𝜉 − cos 2𝑛𝜉在 [0, 1/𝑛]上非负而且单调递增. 由于 𝑓 ″(𝑡)存在, 剩余部分 𝐼121可积
且有界, 对其应用第二积分中值定理, 即则存在一个正实数𝑀2 ≤ 1/𝑛使得

𝐼121 = 1
𝑛𝜋 (cos 1 − cos 2) ∫

1
𝑛

𝑀2

𝜑(𝜉) − 𝜑(0)
𝜉2 𝑑𝜉 = 𝑂 (

1
𝑛2 ) . (2–33)

注意到 [𝜑(𝜉) − 𝜑(0)]/𝜉2 在 [1/𝑛, 𝜋]上有界, 存在一个正实数𝑀3 使得

|𝐼122| ≤ 𝑀3
𝑛𝜋 | ∫

𝜋

1
𝑛

(cos 𝑛𝜉 − cos 2𝑛𝜉)𝑑𝜉| = 𝑀3(2 sin 1 − sin 2)
2𝑛2𝜋

= 𝑂 (
1
𝑛2 ) . (2–34)

最后把这些估计式加和, 便有

𝐼1 = 𝐼11 + 𝐼12 = 𝐼11 + 𝐼121 + 𝐼122 = 𝑂 (
1
𝑛2 ) . (2–35)

同理有
𝐼2 = 𝑂 (

1
𝑛2 ) . (2–36)

将 𝐼1 和 𝐼2 的估计式代入公式(2–24)中便得到公式(2–19)所描述的估计式. 对于 𝑡 ≠ 0的情形
采用相同的方法, 这里予以省略. □

2.3 模型降阶方法
在本节中, 考虑我们考虑减少 SOG 估计中的高斯项数的方法. 我们将平方根方法

(Square Method) 应用于模型降阶[22, 31] 中, 以实现一个接近最优的近似. 目的为找到一个
𝑞项的 SOG, 使得

2𝑛−1

∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝑒−𝑗𝑥2/𝑛𝑐 ≈
𝑞

∑
ℓ=1

𝑤̃ℓ𝑒−𝑥2/𝑠2
ℓ , (2–37)

其中 𝑞 < 2𝑛 − 1且有 𝑠𝑞 = min
ℓ

|𝑠ℓ| ≈ √𝑛𝑐 /(2𝑛 − 1). 这里要注意 𝑗 = 0项为常数项已忽略.

设 𝑦 = 𝑥2, 代入到公式2–38的左端, 并对其应用 Laplace变换, 即

𝐿
⎡⎢⎢⎣

2𝑛−1

∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝑒−𝑗𝑦/𝑛𝑐
⎤⎥⎥⎦

=
2𝑛−1

∑
𝑗=1

𝑤𝑗
𝑧 + 𝑗/𝑛𝑐

. (2–38)

公式2–38右端可以用一个线性系统来表示,

𝒄(𝑧𝑰 − 𝑨)−1𝒃 =
2𝑛−1

∑
𝑗=1

𝑤𝑗
𝑧 + 𝑗/𝑛𝑐

, (2–39)

其中 𝑨为一个对角矩阵, 𝒃和 𝒄分别为一个列向量和一个行向量, 称为系数矩阵, 定义为

𝑨 = −diag{
1
𝑛𝑐

, 2
𝑛𝑐

, ⋯ , (2𝑛 − 1)
𝑛𝑐 } ,

𝒃 = (√|𝑤1|, √|𝑤2|, ⋯ , √|𝑤2𝑛−1|)
𝑇

,

𝒄 = (sign(𝑤1)√|𝑤1|, sign(𝑤2)√|𝑤2|, ⋯ , sign(𝑤2𝑛−1)√|𝑤2𝑛−1|) .

(2–40)
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利用这种表示形式, 可以使用平方根法[31] 来减少其项数和系数. 这种技术可以减少公式2–
38中有理函数的数量, 从而减少 SOG 中的高斯项数. 这种方法的第一步是求解两个 Lya-
punov方程, 求解出 𝑷 与 𝑸,

𝑨𝑷 + 𝑷 𝑨∗ + 𝒃𝒃∗ = 0, 𝑨∗𝑸 + 𝑸𝑨 + 𝒄∗𝒄 = 0, (2–41)

其中 ∗表示共轭转置. 第二步是利用平方根法找到一个平衡变换矩阵𝑿, 从而可以计算出乘
积 𝑷 𝑸的奇异值. 这样约简后的系统的系数矩阵为 𝑨𝑞×𝑞 , 𝒃̃𝑞×1和 ̃𝒄1×𝑞 . 它们定义为 𝑿𝑨𝑿−1,
𝑿𝒃, 和 𝒄𝑿−1 的分别前 𝑞 × 𝑞, 𝑞 × 1, 1 × 𝑞子块. 这些子块满足

sup
𝑧=𝑖ℝ | ̃𝒄(𝑧𝑰 − 𝑨)−1𝒃̃ − 𝒄(𝑧𝑰 − 𝑨)−1𝒃| ≤ 𝛿, (2–42)

其中 𝛿 为一个特定常数, 与 𝑷 𝑸的奇异值有关. 这样再利用特征分解和逆拉普拉斯变换, 实
现了MR过程, 得到了优化后的 SOG近似, 即公式(2–37).

下面给出本文 MR技术的详细算法. 如算法2–1所示, 这是一种最基础的基于平方根法
的模型降阶技术. 实际实验表明, 其它MR技术的方法也可以应用, 因为模型降阶方法的实
质是将每一项看做信号进行约简冗余. 这里举出的是给定误差进行的模型降阶, 也可以给定
降阶项数进行模型降阶, 这需要对第 7步进行些许改动. 即直接选择约简之后的项数, 在最
后计算约简之后的误差. 两种不同约简方式的选择取决于实际需要.

算法 2–1基于平方根法的模型降阶技术
输入:线性系数 {𝑤𝑟}2𝑛−1

𝑟=0 ,带宽参数 𝑛𝑐 与误差 𝜖.
输出:降阶后的线性系数 {𝑚𝑙}

𝑞
𝑙=0 与带宽系数 {𝑠𝑙}

𝑞
𝑙=0.

1 生成一个对角矩阵 𝐴 = −𝑑𝑖𝑎𝑔(1/𝑛𝑐 , 2/𝑛𝑐 , ..., (2𝑛 − 1)/𝑛𝑐). 生成一个列向量
𝐵 = (√|𝑤1|, √|𝑤2|, ...√|𝑤2𝑛−1|)𝑇 . 生成一个行向量
𝐶 = (𝑠𝑔𝑛(𝑤1)√|𝑤1|, 𝑠𝑔𝑛(𝑤2)√|𝑤2|, ..., 𝑠𝑔𝑛(𝑤2𝑛−1)√|𝑤2𝑛−1|);

2 求解 Lyapunov方程 𝐴𝑃 + 𝑃 𝐴𝑇 = −𝐵𝐵𝑇 与 𝐴𝑄 + 𝑄𝐴𝑇 = −𝐶𝐶𝑇 ;
3 计算 𝑃 的 Cholesky因子 𝑆, 𝑄的 Cholesky因子 𝐿, 即求解方程 𝑃 = 𝑆𝑆𝑇 , 𝑄 + 𝐿𝐿𝑇 ;
4 计算 𝑆𝑇 𝐿的奇异值分解 𝑆𝑇 𝐿 = 𝑈𝛴𝑉 𝑇 , 其中 𝛴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜎1, 𝜎2, ...𝜎2𝑛−1);
5 计算 𝑇 = 𝑆𝑈𝛴− 1

2 ;
6 生成矩阵 𝐴 = 𝑇 −1𝐴𝑇 . 生成列向量;
7 𝐵 = 𝑇 −1𝐵. 生成行向量 𝐶 = 𝐶𝑇 ;

8 求满足不等式 2
2𝑛−1

∑
𝑖=𝑞+1

𝜎𝑖 ≤ 𝜖的 𝑞(一般取最小值);

9 取矩阵 𝐴的前 𝑞 × 𝑞子块作为矩阵 𝐴取列向量 𝐵的前 𝑞行作为列向量 𝐵取行向量
𝐶 前 𝑞列作为行向量 𝐶;

10 计算特征值分解 𝐴 = 𝑋𝛬𝑋−1. 设 𝑠𝑙 = 𝛬𝑙𝑙, 𝑙 = 1, 2, ..., 𝑞并且 𝑠0 = 0;
11 计算 ̇𝐵 = 𝑋−1𝐵, ̇𝐶 = 𝐶𝑋. 设 𝑚 + 𝑙 = ̇𝐵𝑙 ̇𝐶𝑙(𝑙 = 1, 2, ..., 𝑞)并且 𝑚0 = 𝑤0;

我们注意到, MR技术最初是为极点和近似而设计的, 其近似的最优性由控制理论[22, 32]

中已知的结果保证. 然而, 由于所有的节点都位于复平面的左半部分, 允许将它直接应用于
简化 SOG近似[3]. 具体的证明论述过于复杂, 这里予以省略.
整个算法由于由两部分构成, 即 VP和估计和 MR技术, 因而将其称之为 VPMR算法.
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图 2–1 高斯核的 SOE近似的最大误差

它不仅可以求解目标函数的 SOG估计问题, 也可以通过变量代换, 解决目标函数的 SOE估
计问题.

注 由于 VPMR算法需要高精度的矩阵操作, 因此我们采用了多精度工具箱 (Multiple
Precision Toolbox)[33]来实现该算法. 这些工具箱在VP和和MR技术的过程中使用. VPMR算
法的计算机代码以开源的形式发布, 网站为 https://github.com/ZXGao97. 使用平台为 MAT-
LAB. 目前该代码已经完成 VPMR算法的可视化, 并且可以实时输出保存相应参数, 给与用
户较高的自由度. 代码经过不断的维护调试, 现已可以稳定计算高频振荡核函数, 分段函数
等不易计算的结果. 本文中所有数值算例均使用了该代码.

2.4 一个实例：高斯函数的展开
本节中我们研究了 VPMR算法在高斯核函数的 SOE近似中的性能, 这是在许多应用中

经常需要的[27, 34]. 高斯函数核 𝑒−𝑥2/4𝛿 的逆拉普拉斯变换表示为

𝑒−𝑥2/4𝛿 = 1
2𝜋𝑖 ∫𝛤

𝑒𝑧
√

𝜋
𝑧 𝑒−√𝑧|𝑥|/√𝛿𝑑𝑧, (2–43)

其中 𝛤 为复平面中从第三象限的 −∞出发, 绕过原点返回第二象限的 −∞的任何曲线. 它
主要有三种路径, 包括抛物线, 双曲线和修改后的 Talbot曲线[35-36]. 所有这些路径都有一定
的参数, 并且需要进行优化, 以达到最优的收敛速度[37-39]. 从而利用留数定理和柯西积分定
理, 用最佳有理逼近得到高斯核的 SOE近似[36]. 文献中明确指出不同路径的积分会对数值
求解的精度产生影响. 这里选用文献中使用的三种效果最好的路径进行实验.
我们使用前文中给出的 VPMR算法和上面讨论的其他现有工作, 对高斯核的 SOE近似

进行了比较. 取 𝛿 = 1, 最大误差定义为

𝐸∞ = max
𝑥∈(0,100] |

𝑒− 𝑥2
4𝛿 − ∑

𝑗
𝑚𝑗𝑒−𝑠𝑗𝑥

|
(2–44)

它用来刻画不同算法的精确程度. 这里在 [10−5, 102]取 100000个随机节点监测误差. 我们
从文献[27] 中得到了基于 Laplace变换与最佳有理逼近的误差结果. 至于 VPMR算法, 我们
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取 𝑛𝑐 = ⌈𝑛/4⌉, 结果如图2–1所示. 图中显示了 5种不同的的 SOE方法：最佳有理逼近、抛
物线路径、双曲路径、修正的 Talbot路径和 VPMR算法, 分别用橙色、红色、绿色、蓝色
和黑色曲线表示. 结果表明, VPMR算法无论是在收敛速度方面还是精度方面均更优. 所有
五种方法均可以在项数超过 20之后达到 10−13的精度. 精确计算结果[27]发现三种路径方法
的收敛阶数为 𝑂(6.3−𝑛), 最佳有理逼近的收敛阶数为 𝑂(7.5−𝑛), 而 VPMR算法的收敛阶数为
𝑂(9.0−𝑛). 由此可以证明 VPMR算法相较于历史算法的优越性.
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第三章 指数和下的卷积积分

高精度 SOE 估计的一个重要应用便是处理时间卷积积分的快速计算[40]. 考虑核函数
𝑓(𝑥)与光滑函数 𝑔(𝑥)的时间卷积积分

𝑦(𝑡) = 𝑓 ∗ 𝑔 = ∫
𝑡

0
𝑓(𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏. (3–1)

这一类卷积积分的近似由于其在偏微分方程[41-42], 分数阶微分方程[43-45] 以及非线性
Volterra 方程[46-49] 中的较多应用而引起了广泛的关注. 历史上对于这种卷积积分的估计通
常都是基于 Laplace变换后使用 Runge-Kutta方法完成的, 即先对核函数 𝑓(𝑥)应用 Laplace
变换得 𝐹 (𝑠), 则卷积积分可以转化为

𝑦(𝑡) = 1
2𝜋𝑖 ∫𝛤

𝐹 (𝜆) ∫
𝑡

0
𝑒𝜆(𝑡−𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝜆. (3–2)

设 𝑢(𝑡) = ∫
𝑡

0
𝑒𝜆(𝑡−𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏, 则 𝑢满足一个常微分方程 𝑢′ = 𝜆𝑢 + 𝑔(𝑡), 𝑢(0) = 0, 从而可以应用

Runge-Kutta等求解常微分方程的数值方法. 而曲线积分部分可以采用数值积分解决. 该方
法本质上是一种插值方法, 利用函数 𝑔(𝑡)的插值点的线性组合来近似卷积. 这种方法可以处
理奇异、多时间尺度和高振荡的核函数, 因而受到广泛的关注[50]. Schädle等人[51] 开发了一
种改进的算法, 将 𝑁 时间步内的运算复杂度和运算存储空间均降到了 𝑂(𝑁 log𝑁). López-
Fernández 和 Sauter[52] 引入了一个允许可变时间步长的广义卷积积分. 这些改进的算法使
Lubich的方法适应性更强, 并显著减少了存储空间. 但也有文献指出, 这类算法仅适用于分
段卷积核, 因此不适用于波动方程[52]. 此外, 它还需要核函数解析形式的 Laplace变换, 这
对于机器学习和统计中经常使用的Matérn等函数来说是很困难的[53]. 而且这种方法的误差
估计也会很困难.

Lubich 的方法相当于对核函数进行拉普拉斯变换, 从而积分曲线上的每一个离散点代
表一个指数项. 因而可以考虑利用 VPMR算法生成的 SOE近似代替离散曲线积分而生成的
SOE, 然后对每个指数项执行 Runge-Kutta方法. 这个想法的优点有如下五个方面. 第一, 我
们可以引入比 Laplace变换之外的更有效的 SOE方法, 以更好地去逼近一些核函数. 其次,
可以利用 MR技术来减少指数项的数量, 从而大幅节省计算成本. 第三, 采用 VPMR算法
的耦合可以使得求解过程在保证精度的基础上更加简便, 运算复杂度更低. 第四, 这种方法
相较于 Laplace变换更容易做出严格精确的误差估计. 最后, 部分复杂核函数难以求出解析
的 Laplace变换, 但可以应用 VPMR算法. 面对奇异核函数的情况时, 根据 Lubich[54-55]的思
想, 对奇异部分进行分割, 利用多项式插值对奇异部分局部逼近. 本章中我们还对产生的误
差进行了详细的分析. 以证明耦合算法的高精度.

3.1 卷积积分的快速计算
考虑公式(3–1)中的 𝑦(𝑡) 的估计. 首先假设 𝑓(𝜏) 是非奇异的, 利用 VPMR 算法有如下

SOE逼近,

𝑓(𝜏) ≈ 𝑓es(𝜏) =
𝑃

∑
ℓ=1

𝑚ℓ𝑒−𝑠ℓ𝜏 , 𝜏 ∈ [0, 𝑡] (3–3)
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其中 𝑚ℓ, 𝑠ℓ ∈ ℂ且 Re(𝑠ℓ) ≥ 0, 有误差 ‖𝑓(𝜏) − 𝑓es(𝜏)‖∞ < 𝜀, 其中 0 < 𝜀 ≪ 1.
把得到的 SOE逼近代入卷积积分中则有

𝑦(𝑡) ≈ ∫
𝑡

0
𝑓es(𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏 =

𝑃

∑
ℓ=1

𝑚ℓ𝑌ℓ(𝑡), (3–4)

其中

𝑌ℓ(𝑡) = ∫
𝑡

0
𝑒−𝑠ℓ(𝑡−𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏. (3–5)

公式3–4的和式中的每一项都可以看做如下常微分方程在 𝜏 = 𝑡的解

𝑌 ′
ℓ (𝜏) = −𝑠ℓ𝑌ℓ(𝜏) + 𝑔(𝜏) with 𝑌 (0) = 0. (3–6)

公式(3–6)可以使用时间步长 ℎ的 Runge-Kutta方法有效求解. 若时间尺度为 𝑡 = 𝑁ℎ, 则运算
复杂度可以记为 𝑂(𝑁).
具体来说, 隐式 Runge-Kutta方法可以写为

𝑌 𝑛+1
ℓ = 𝑌 𝑛

ℓ + ℎ
𝑞

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝐾𝑖, (3–7)

其中

𝐾𝑖 = −𝑠ℓ
⎛
⎜
⎜
⎝
𝑌 𝑛

ℓ + ℎ
𝑞

∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝐾𝑗
⎞
⎟
⎟
⎠

+ 𝑔(𝑡𝑛 + 𝑐𝑖ℎ), 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑞, (3–8)

这里 𝑎𝑖𝑗 , 𝑏𝑖 和 𝑐𝑖 为参数, 𝑌 𝑛
ℓ 为 𝑌ℓ(𝑛ℎ)的近似解. 本文参照文献[56] 的格式对 Runge-Kutta方

法进行刻画. 一种 Runge-Kutta 方法称为 𝑝 阶 (Order), 𝑞 级 (Stage), 𝑆 阶级 (Order Stage) 是
指其局部截断误差为 𝑂(ℎ𝑝+1), 共有 𝑞 个子步, 每一子步误差为 𝑂(ℎ𝑆+1). 按照 Butcher 表
格, 可以设参数矩阵为 𝑨 = (𝑎𝑖𝑗)𝑞×𝑞 , 𝜷𝑇 = (𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑞)与 𝜻 = (𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑞). 由公式(3–7)规定的
Runge-Kutta方法的稳定性函数定义为

𝑟(𝑧) = 1 + 𝑧𝜷𝑇 (𝑰 − 𝑧𝑨)−1𝑬 = det(𝑰 − 𝑧𝑨 + 𝑧𝑬𝜷𝑇 )
det(𝑰 − 𝑧𝑨) . (3–9)

其中 𝑬 为 𝑞 维单位列向量. 本文这里选择满足 𝑏𝑗 = 𝑎𝑞𝑗 , 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑞, 𝑐𝑞 = 1, 𝑨的所有特征
值有正实部的隐式 Runge-Kutta方法. 服从上述条件的 Runge-Kutta方法有 Lobatto IIIC方法
等. 下一节将对这种方法进行详细介绍. 这一性质说明该 Runge-Kutta方法具有 L-稳定性,
即

|𝑟(𝑧)| ≤ 1 for Re(𝑧) ≤ 0 and 𝑟(∞) = 0. (3–10)

考虑到常微分方程(3–6)存在刚性较强的情况, L-稳定性是至关重要的一个条件. 否则会导致
求解过程中明显的误差积累. 并且这种格式有一个非常好的性质, 即可以把相邻时间步的数
值解写成递推格式, 从而减少运算复杂度与运算空间. 将公式(3–7)代入公式(3–6)中, 可以写
出由 Runge-Kutta方法得到数值解的递推表达式

𝑌 𝑛+1
ℓ = ℎ

𝑛

∑
𝑗=0

𝒗𝑛−𝑗(𝑧ℓ)𝒈𝑗 = 𝑟(𝑧ℓ)𝑌 𝑛
ℓ + ℎ𝝍ℓ𝒈𝑛, (3–11)

其中 𝝍ℓ = 𝜷𝑇 (𝑰 − 𝑧ℓ𝑨)−1, 𝑧ℓ = −𝑠ℓℎ. 这里 𝒗𝑛(𝑧)和 𝒈𝑗 定义为

𝒗𝑛(𝑧) = 𝑟(𝑧)𝑛𝜷𝑇 (𝑰 − 𝑧𝑨)−1, 𝒈𝑗 = (𝑔(𝑡𝑗 + 𝑐1ℎ), ⋯ , 𝑔(𝑡𝑗 + 𝑐𝑞ℎ))𝑇 . (3–12)

第 12页共 50页



快速高斯和算法

从而卷积积分公式(3–1)可以改写为

𝑦(𝑡) ≈
𝑃

∑
ℓ=1

𝑚ℓ [𝑟(𝑧ℓ)𝑌 𝑁−1
ℓ + ℎ𝝍ℓ𝒈𝑁−1] , (3–13)

其中 𝑌 𝑁−1
ℓ 由公式(3–11)求得. 由于 𝝍ℓ 和 𝒈𝑁−1 均为长度为 𝑞的向量, 每一步的时间复杂度

均为 𝑂(𝑃 ). 而由于 𝑃 认为是一个预设参量, 可以认为每一步时间复杂度为 𝑂(1). 并且递推
的形式使得历史数据可以保存, 求解全域时间点上的值的时间消耗会显著更低.

3.2 Lobatto IIIC方法
本节着重介绍一种满足 𝑏𝑗 = 𝑎𝑞𝑗 , 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑞, 𝑐𝑞 = 1, 而且 𝑨的所有特征值有正实部的隐

式 Runge-Kutta方法, 称为 Lobatto IIIC方法. 本文后续所有 Runge-Kutta方法均选用不同阶
数的 Lobatto IIIC方法.
考虑一个黎曼积分

∫
𝑡𝑛+ℎ𝑛

𝑡𝑛
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 (3–14)

其中 𝑓 为一个连续函数, 则该积分等价于求解在 𝑡 = 𝑡𝑛 + ℎ𝑛 处的初值问题

𝑑
𝑑𝑡𝑦 = 𝑓(𝑡), 𝑦(𝑡𝑛) = 0 (3–15)

由于 𝑦(𝑡𝑛 + ℎ𝑛) = ∫
𝑡𝑛+ℎ𝑛

𝑡𝑛
𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 公式(3–14)的积分可以用标准数值积分公式近似

∫
𝑡𝑛+ℎ𝑛

𝑡𝑛
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≈ ℎ𝑛

𝑠

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑓(𝑡𝑛 + 𝑐𝑖ℎ𝑛) (3–16)

其中 𝑠个节点参数为 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑠 与 𝑠个权值参数为 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑠. Lobatto积分公式, 有时在文献中
也称为 Gauss-Lobatto积分公式由一组满足以下条件的节点参数和权值参数给出. 𝑠 个节点
参数为 𝑠阶多项式 𝑑𝑠−2

𝑑𝑡𝑠−2 (𝑡𝑠−1(1 − 𝑡)𝑠−1)的根. 这些节点参数满足 𝑐1 = 0 < 𝑐1 < ⋯ < 𝑐𝑠 = 1.
权值参数则与节点参数满足条件 𝐵(2𝑠 − 2)关系, 其中条件 𝐵(𝑝)定义为

𝐵(𝑝) ∶
𝑠

∑
𝑗=1

𝑏𝑗𝑐𝑘−1
𝑗 = 1

𝑘, 𝑘 = 1, ⋯ , 𝑝 (3–17)

由条件 𝐵(𝑝)的性质可以求出权值参数的显式表达

𝑏𝑗 = 1
𝑠(𝑠 − 1)𝑃𝑠−1(2𝑐𝑗 − 1)2 > 0, 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑠 (3–18)

其中 𝑃𝑘(𝑥) = 1
𝑘!2𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘 ((𝑥2 − 1)𝑘)为 𝑘阶的勒让德多项式. 由节点参数和权值参数的显式表
达式可知它们有对称性质

𝑏𝑠+1−𝑗 = 𝑏𝑗 , 𝑐𝑠+1−𝑗 = 1 − 𝑐𝑗 , 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑠 (3–19)

将这里得到的权值参数与节点参数和上一节提到的 Runge-Kutta方法的参数矩阵 𝜷𝑇 和 𝝃 相
对应, 则得到了一个 Lobatto IIIC方法的必要条件. 余下两个必要条件分别为条件 𝐶(𝑠 − 1)
与条件 𝐷(𝑠 − 1). 其中两种条件分别定义为

𝑠

∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑐𝑘−1
𝑗 =

𝑐𝑘
𝑖
𝑘 , 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑠, 𝑘 = 1, ⋯ , 𝑞 (3–20)
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𝑠

∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑐𝑘−1
𝑖 𝑎𝑖𝑗 =

𝑏𝑗
𝑘 (1 − 𝑐𝑘

𝑗 ), 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑠, 𝑘 = 1, ⋯ , 𝑟 (3–21)

其中两种条件中的 𝑎𝑖𝑗 即为 Runge-Kutta方法参数矩阵 𝑨中的元素. 对于 Runge-Kutta方法
的误差与参数矩阵的关系, 在文献[57-58]中提到了如下定理.

定理 3.1 一个参数矩阵满足条件 𝐵(𝑝), 𝐶(𝑞), 𝐷(𝑟) 的 Runge-Kutta 方法, 其阶数为
min(𝑝, 2𝑞 + 2, 𝑞 + 𝑟 + 1).

从而 Lobatto IIIC的阶数为 2𝑠 − 2. 一些低阶的 Lobatto IIIC的参数矩阵为

𝑠 = 2 ∶ 𝑨 =
[

1
2 − 1

2
1
2

1
2 ]

, 𝜷𝑇 = (1
2 , 1

2), 𝝃 = (0, 1) (3–22)

𝑠 = 3 ∶ 𝑨 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1
6 − 1

3
1
6

1
6

5
12 − 1

12
1
6

2
3

1
6

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝜷𝑇 = (1
6 , 2

3 , 1
6), 𝝃 = (0, 1

2 , 1) (3–23)

𝑠 = 4 ∶ 𝑨 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
12 − √5

12
√5
12 − 1

12
1
12

1
4

10−7√5
60

√5
60

1
12

10+7√5
60

1
4 − √5

60
1
12

5
12

5
12

1
12

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝜷𝑇 = ( 1
12 , 5

12 , 5
12 , 1

12),

𝝃 = (0, 1
2 − √5

10 , 1
2 + √5

10 , 1)

(3–24)

3.3 奇异情况
当核函数在原点奇异 (或者近似奇异)的时候, 考虑将卷积积分分为两部分以移除奇点.

对于给定的 𝑡0 ≪ 1与 𝑇 = 𝑡 − 𝑡0, 卷积积分可以拆分为

𝑦(𝑡) = ∫
𝑡0

0
𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 + ∫

𝑇

0
𝑓(𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏 ∶= 𝐼1 + 𝐼2. (3–25)

这里注意到 𝐼2 部分的核函数不再奇异, 因而可以用上一小节提到的方法予以求解. 至于 𝐼1
的估计, 考虑对 𝑔(𝜏)进行多项式插值, 并且对 𝑓(𝜏)使用广义 Taylor展开, 即

𝑓(𝜏) = 𝑎0𝜏−𝛼 + 𝑎1𝜏 + 𝑎2𝜏2 + ... (3–26)

其中 𝑎0𝜏−𝛼 为奇异阶数的决定项. 对于弱奇异核或近似奇异核, 围绕奇点进行一些先验渐近
分析是很重要的. 利用这种方法, 奇异部分的贡献被简化为一个多项式和插值函数的卷积积
分. 取 𝑡0 = 𝑂(ℎ)并设 𝐺(𝜏)为 𝑔(𝜏)的多项式插值, 有

𝐼1 ≈ ∫
𝑡0

0
[𝑎0𝜏−𝛼 + 𝑎1𝜏 + 𝑎2𝜏2 + ⋯] 𝐺(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏, (3–27)

从而可以显式计算. 尽管 𝐼1 部分的运算消耗会很大, 但是由于 𝑡0 足够小, 其代价足以接受.
整个算法过程总结在算法3–1中.

注意到在整个计算过程中, 除了第 5,6,9,10步, 均可以预计算. 并且 𝐼1 部分的计算与 𝑡
无关, 仅计算了一次. 因而如果设时间步数为𝑁 , 总运算复杂度为𝑂(𝑁𝑃 ). 由于 SOE的项数
𝑃 可以看做一个预设参数, 并且其数量级小于时间步数, 因此可以认为该算法服从线性运算
复杂度.
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算法 3–1利用 SOE的卷积积分快速计算
输入:时间 𝑡, 核函数 𝑓(𝜏)与卷积函数 𝑔(𝜏)
输出:公式(3–1)所给出的 𝑦(𝑡)

1 选择合适的时间步长 ℎ与 Runge-Kutta方法;
2 利用公式(3–12)预计算 𝒗𝑛(𝑧);
3 if 𝑓 在原点不奇异 then
4 求 𝑓 在 [0, 𝑡]上的 SOE;
5 计算 {𝒈𝑗}𝑁

𝑗=0;
6 利用公式(3–13)估计 𝑦(𝑡);

7 else
8 对于选择后的 𝑡0, 将 𝑦分为 𝐼1 与 𝐼2;
9 由公式(3–27)显式计算 𝐼1;
10 利用 4-6步估计 𝐼2;
11 将 𝐼1 与 𝐼2 加和;

3.4 误差估计
本小节将对耦合 VPMR算法的时间卷积积分的快速计算进行误差分析. 这里讨论更为

复杂的情况, 即假设核函数 𝑓(𝜏)在原点奇异. 非奇异情况可以看做为此情况的一个特例. 由
公式(3–25)给出的分拆方法, 可以将数值解 𝑦ℎ(𝑡)写做

𝑦ℎ(𝑡) = 𝐼ℎ
1 + 𝐼ℎ

2 , (3–28)

其中 𝐼ℎ
1 与 𝐼ℎ

2 分别为 𝐼1 和 𝐼2 的数值解.
首先考虑 𝐼ℎ

1 部分的估计. 假设 𝑔(𝑡 − 𝜏) ∈ 𝐶𝛾 ([0, 𝑡0]), 𝛾 ∈ ℤ, 且 𝐺(𝑡 − 𝜏)为 𝑔(𝑡 − 𝜏)的 𝐿
阶插值估计 (𝐿 ≤ 𝛾). 显然插值误差可以写做

|𝐺(𝑡 − 𝜏) − 𝑔(𝑡 − 𝜏)| ≤ 𝐶0‖𝑔(𝐿)‖∞ℎ𝐿, ∀𝜏 ∈ [0, 𝑡0]. (3–29)

如果在公式(3–26)中的广义 Taylor展开取𝑀 阶截断 𝑓(𝜏) ≈ 𝑓𝑀 (𝜏), 则对于 𝐼1 部分的误差估
计为,

|𝐼1 − 𝐼ℎ
1 | = |∫

𝑡0

0
(𝑓(𝜏) − 𝑓𝑀 (𝜏)) 𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 + ∫

𝑡0

0
𝑓𝑀 (𝜏) (𝑔(𝑡 − 𝜏) − 𝐺(𝑡 − 𝜏)) 𝑑𝜏|

≤ ∫
𝑡0

0
|𝑓 (𝜏) − 𝑓𝑀 (𝜏)| |𝑔(𝑡 − 𝜏)|𝑑𝜏 + ∫

𝑡0

0
|𝑓𝑀 (𝜏)| |𝑔(𝑡 − 𝜏) − 𝐺(𝑡 − 𝜏)| 𝑑𝜏

≤ 𝐶1𝑡𝑀+1
0 ∫

𝑡0

0
|𝑔(𝑡 − 𝜏)|𝑑𝜏 + 𝐶0‖𝑔(𝐿)‖∞ℎ𝐿

∫
𝑡0

0
|𝑓𝑀 (𝜏)| 𝑑𝜏

≤ 𝐶1(𝑛0ℎ)𝑀+1‖𝑔‖𝐿1 + 𝐶0𝐶𝑓𝑀 ,𝑡0‖𝑔(𝐿)‖∞ℎ𝐿

(3–30)

其中 𝐶𝑓𝑀 ,𝑡0 = ∫
𝑡0

0
|𝑓𝑀 (𝜏)|𝑑𝜏 有界, 因为公式(3–1)的卷积是良定义的, 𝐶0 与 𝐶1 为常数.

对于 𝐼ℎ
2 部分, 核函数 𝑓(𝑡 − 𝜏)由其在 [0, 𝑇 ]上的 SOE展开 𝑓es(𝑡 − 𝜏)估计, 误差阈值为
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𝜀, 误差为,

|𝐼2 − 𝐼ℎ
2 | =

|
|
||∫

𝑇

0
(𝑓 (𝑡 − 𝜏) − 𝑓es(𝑡 − 𝜏))𝑔(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑃

∑
𝑙=1

𝑚𝑙𝐸𝑙
RK(𝑡)

|
|
||

≤ 𝜀‖𝑔‖𝐿1 + 𝑃 𝑚max |𝐸max
RK (𝑡)|

(3–31)

其中 𝐸ℓ
RK 为求解公式(3–6)的第 ℓ个常微分方程采用 Runge-Kutta所引起的误差. 设 𝑚max =

max{|𝑚ℓ|}𝑃
ℓ=1 , 𝐸max

RK (𝑡) = max{|𝐸ℓ
RK(𝑡)|}

𝑃
ℓ=1. 对于 𝐸max

RK (𝑡)有如下定理,

定理 3.2 假设一个 𝑞 级的隐式的 Runge-Kutta 方法. 设 𝑝 为 Runge-Kutta 方法的误差
阶, 且 𝑆 ≤ 𝑝 − 1, 并满足公式(3–10). 设 ℎ 为时间步长. 如果 𝑔(𝜏) ∈ 𝐶 (𝛾)([𝑡0, 𝑡]), 𝛾 ≥ 𝑝 与
max

ℓ
|𝑠ℓℎ| ≤ 1, 则误差 𝐸max

RK (𝑡)上界为

|𝐸max
RK (𝑡)| ≤ 𝐶ℎ𝑝

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑝−1

∑
ℓ=0

‖𝑔(ℓ)(0)‖∞ + max
0≤𝜏≤𝑡−𝑡0

‖𝑔(𝑝)(𝜏)‖∞
⎞
⎟
⎟
⎠

, (3–32)

其中 𝐶 为一个常数.

这个定理的证明在文献[56] 的定理 3.2 和引理 5.2 中有详细的证明, 因而本文略去. 结合公
式(3–30), 公式(3–31)和公式 (3–32)有 |𝑦(𝑡)−𝑦ℎ(𝑡)| = 𝑂 (ℎ𝑑 + 𝜀), 其中 𝑑 = min{𝑀 +1, 𝐿, 𝑝}.
这表明最后的误差主要分为两部分, 一是 VPMR算法所产生的 SOE估计误差, 二是 Runge-
Kutta方法所产生的误差. 后者主要由 Runge-Kutta的格式与插值格式所决定. 在后续的实验
中可以看到, 在小步长是 Runge-Kutta方法的误差为主要误差, 因为整体误差随步长减小服
从 ℎ𝑑 收敛阶.
在有关时间卷积积分的文献中可以明显看到, 大部分研究均投入在卷积积分相关的方

程而非其数值求解. 因而在下一章我们将着重讨论 VPMR算法耦合下的时间卷积积分相关
的方程数值解, 以及其相关的误差分析.
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第四章 指数和下的卷积积分方程

在本章中, 我们扩展了耦合 VPMR算法的时间卷积积分方法来求解两种与应用问题的
解有密切联系的卷积积分方程[59-60]. 如下所示, 本算法提供了一种在 𝑁 步时间内时间复杂
度和存储空间均为 𝑂(𝑁)的方法. 在求解分数阶微分方程[43] 和非线性 Volterra方程[46] 等卷
积相关问题时, 基于 SOE的算法可以将卷积积分转化为递归表达式, 并可以通过分割手段
很好地处理核函数的奇异性. 本章将会基于理论与实验讨论时间卷积积分方程数值方法与
VPMR算法耦合的优势所在.

4.1 线性方程
考虑一类有如下形式的线性时间卷积积分方程,

(1 − 𝜛)𝑔(𝑡) + 𝐻(𝑡) = ∫
𝑡

0
𝑓(𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏 (4–1)

其中𝐻(𝜏)为一个给定的已知函数, 𝑓(𝜏)为核函数, 𝜛为一个实参数, 初值条件为 𝑔(0) = 𝑔0已
知, 目标求取函数 𝑔(𝜏). 这类积分方程在科学计算领域被广泛研究, 例如, 它在求解线性抛物
线和双曲方程有重要作用[52]. 当核函数取幂核函数时, 即 𝑓(𝑡−𝜏) = (𝑡−𝜏)−𝛼 , 0 < 𝛼 < 1,𝜛 = 1
情形公式(4–1)被称作 Abel积分方程, 𝜛 ≠ 1情形公式(4–1)被称作广义 Abel积分方程. 简化
Abel问题的解本质上与广义微积分理论相同[60-61].
如果核函数非奇异, 则可利用 VPMR算法得到 𝑓(𝑡 − 𝜏)的 SOE展开估计. 公式(4–1)应

用 Runge-Kutta方法 (如公式(3–13))后得到的离散格式为

(1 − 𝜛)𝑔𝑁 + 𝐻𝑁 =
𝑃

∑
ℓ=1

𝑚ℓ [𝑟(𝑧ℓ)𝑌 𝑁−1
ℓ + ℎ𝝍ℓ𝒈𝑁−1] (4–2)

其中 𝑡 = 𝑁ℎ, 𝐻𝑗 = 𝐻(𝑗ℎ), 𝝍ℓ 和 𝒈𝑁−1 如前文的定义. 为方便起见, 规定整数时间步上的点
如 𝑔(𝑡𝑗)称为整点, 其它时间上的点如 𝑔(𝑡𝑗 + 𝑐ℎ), 0 < 𝑐 < 1称为内点. 显然在构造方程时我们
目标为求出整点上的函数值, 而内点上的函数值此时成为了未知数. 为了减少未知数, 我们
用 𝑚点插值, 用整点上的函数值来近似内点上的函数值.

𝑔(𝑡𝑗 + 𝑐𝑖ℎ) =
𝑚

∑
ℓ=1

𝛼𝑖
ℓ𝑔(𝑡𝑗−ℓ+2) (4–3)

其中 𝛼𝑖
ℓ 为插值参数. 然后通过在每个时间步长上求解只含有一个未知量的一次线性方程来

构建一个递归格式, 从而可以显式地计算出该解. 这样的构造使得每一步均只需处理一个一
元一次方程而非一个庞大的线性方程组, 大大减小了存储所需空间与计算复杂度, 简化了方
程求解器, 并且无需讨论可能出现的病态矩阵等线性方程组的常见问题. 更重要的是, 迭代
的过程不会引发误差累积, 从而使得数值方法对于大时间尺度或小时间步长的不耐受. 因为
迭代过程会消去之前数值解引起的误差, 从而保证误差不会累积.
如果核函数在原点处有奇异, 则按照公式(3–25)的形式对其进行分裂以移去奇点. 设

𝑡0 = 𝑛0ℎ ≪ 1, 𝑛0 ∈ ℕ+. 类似地当 𝑡 < 𝑡0 时, 对 𝑓(𝑡 − 𝜏)进行广义 Taylor展开, 并用多项式插
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值估计 𝑔(𝜏). 这样卷积积分方程会退化成一个简单的线性方程组. 𝑡 ≥ 𝑡0时, 公式(4–1)的卷积
积分方程化为

(1 − 𝜛)𝑔(𝑡) + 𝐻(𝑡) = ∫
𝑡0

0
𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 + ∫

𝑇

0
𝑓(𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏. (4–4)

在 [0, 𝑇 ]上对 𝑓(𝑡 − 𝜏)进行 SOE估计, 从而公式(4–4)的形式可以用非奇异的同样方法求解.
下面首先考虑奇异情况的误差估计, 非奇异的情形则可以看做奇异情况的一个特殊形

式. 对于公式(4–4)右端的奇异部分, 𝑓(𝜏) 由 𝑓𝑀 (𝜏) 估计, 其中 𝜏−𝛼 表达了奇异的阶数. 而
𝑔(𝑡 − 𝜏)由 𝐿阶的多项式插值估计. 不难证明在奇异部分 [0, 𝑡0]中的误差为 𝑂(ℎ𝑀+1 + ℎ𝐿).
而对于公式(4–4)右端的非奇异部分, 核函数 𝑓(𝑡 − 𝜏)是由其 𝑃 项 SOE逼近 𝑓es(𝑡 − 𝜏)估计
的, 误差控制在 𝜀内. 𝑔(𝜏)的内点是由 𝑚点整点插值完成估计的 (如公式(4–3)). 对于一个满
足 L-稳定性的 𝑝阶 𝑞级 𝑆 ≤ 𝑝 − 1阶级的 Runge-Kutta方法, 有

(1 − 𝜛)𝑔(𝑡) + 𝐻(𝑡) =
𝑃

∑
ℓ=1

𝑚ℓ𝑒−𝑠ℓ𝑡0
∫

𝑇

0
𝑒−𝑠ℓ(𝑇 −𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏 + ∫

𝑇

0
𝑓𝜀(𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏

+ ∫
𝑡0

0
𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏

=
𝑃

∑
ℓ=1

𝑀ℓ𝑌ℓ(𝑇 ) + ∫
𝑡0

0
𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 + 𝑂(𝜀),

(4–5)

其中𝑀ℓ = 𝑚ℓ𝑒−𝑠ℓ𝑡0 , 𝑓𝜀 = 𝑓 −𝑓es, 且 𝑌ℓ(𝑇 )为常微分方程 𝑌 ′
ℓ (𝜏) = −𝑠ℓ𝑌ℓ(𝜏)+𝑔(𝜏) with 𝑌ℓ(0) =

0.的解. 设 𝑇 = 𝑁𝑇 ℎ. 为了清晰起见, 使用公式(4–2)对公式(4–5)予以改写, 有

(1 − 𝜛)𝑔(𝑡) + 𝐻(𝑡) =
𝑃

∑
ℓ=1

𝑀ℓ𝑌 𝑁𝑇
ℓ + ∫

𝑡0

0
𝑓𝑀 (𝜏)𝐺(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 + 𝑂(ℎ𝑑 + 𝜀), (4–6)

其中 𝑌 𝑁𝑇
ℓ 为 𝑌ℓ(𝑇 )通过 Runge-Kutta方法得到的数值解. 注意到 𝑐𝑞 = 1, 且 Runge-Kutta的

稳定性方程 𝑟(𝑧ℓ)满足 𝑟(𝑧ℓ) = 𝑒𝑧ℓ + 𝑂(ℎ𝑝+1)[62], 因而对任意 ℓ其均为 𝑂(1)复杂度.

再考虑公式(4–6)的中间一项, 即 ∫
𝑡0

0
𝑓𝑀 (𝜏)𝐺(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 = 𝑅(𝑡) + 𝜅𝑔(𝑡),其中 𝑔(𝑡)的系数 𝜅

为 𝑂(ℎ1−𝛼)的. 𝑔(𝑡)的解形式为

𝑔(𝑡) = 1
1 − 𝜛 − 𝜅

⎡⎢⎢⎣
ℎ

𝑃

∑
ℓ=1

𝑁𝑇 −1

∑
𝑗=0

𝑞

∑
𝑠=1

𝑀ℓ𝑣𝑠ℓ
𝑁𝑇 −1−𝑗𝑔𝑠

𝑗 + 𝑅(𝑡) − 𝐻(𝑡) + 𝑂(ℎ𝑑 + 𝜀)
⎤⎥⎥⎦

= 1
1 − 𝜛 − 𝜅

⎡⎢⎢⎣
ℎ

𝑁𝑇 −1

∑
𝑗=0

𝑚

∑
𝑘=1

𝜉𝑗𝑘𝑔(𝑡𝑗−𝑘+2) + 𝑅(𝑡) − 𝐻(𝑡) + 𝑂(ℎ𝑑 + 𝜀)
⎤⎥⎥⎦

,

(4–7)

其中 𝑣𝑠ℓ
𝑁𝑇 −1−𝑗 为 𝒗𝑁𝑇 −1−𝑗(𝑧ℓ)的第 𝑠个组分, 𝑔𝑠

𝑗 = 𝑔(𝑡𝑗 + 𝑐𝑠ℎ), 且

𝜉𝑗𝑘 =
𝑃

∑
ℓ=1

𝑞

∑
𝑠=1

𝑀ℓ𝑣𝑠ℓ
𝑁𝑇 −1−𝑗𝛼𝑠

𝑘 (4–8)

为一个与 Runge-Kutta方法和 SOE展开有关的𝑂(1)系数. 由于内点的插值误差为𝑂(ℎ𝐿), 𝑔(𝑡)
的误差有上界

𝛾𝑁 ≤
|
|
||

1
1 − 𝜛 − 𝜅

⎡⎢⎢⎣

𝑁𝑇

∑
ℓ=1

ℎ𝛯ℓ(𝛾ℓ + 𝑂(ℎ𝐿)) + 𝑂(ℎ𝑑 + 𝜀)
⎤⎥⎥⎦

|
|
||
, (4–9)
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其中 𝛾ℓ = |𝑔(𝑡ℓ) − 𝑔ℓ|且 𝛯ℓ = ∑
𝑗−𝑘+2=ℓ

𝜉𝑗𝑘.

显然如果 𝜛 = 1, 𝑔(𝑡) 的收敛阶为 𝑂(ℎ𝑑−1+𝛼 + 𝜀ℎ𝛼−1). 另外, 如果 𝜛 ≠ 1, 收敛阶为
𝑂(ℎ𝑑 + 𝜀). 注意到初始值内产生的误差不会影响一段时间后的收敛速度, 也不会引起误差累
积, 因为之前整点上数值解的误差在迭代的过程中被消去, 没有传递到之后整点的数值解.
类似地, 误差也由 VPMR算法的 SOE误差和 Runge-Kutta方法的误差组成. 在 𝜛 = 1时误
差的分配更为复杂, 但仍然是两部分误差的形式.

4.2 非线性 Volterra方程
考虑另一种经典的问题, 非线性 Volterra方程,

𝑢(𝑡) = 𝑎(𝑡) + ∫
𝑡

0
𝑓(𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏, 𝑢(𝜏))𝑑𝜏, 𝑡 ≥ 0 (4–10)

其中 𝑔(𝜏, 𝑢(𝜏)) 为一个光滑的非线性函数, 𝑎(𝜏) 为一个已知函数, 未知函数 𝑢(𝜏) 的初值条件
𝑢(0) = 𝑢0 已知. 非线性 Volterra方程(4–10)出现在各种应用中, 包括连续体力学、势位理论、
电磁学等[63-65]方面.

我们使用与处理原点奇异的时间卷积方程相同的处理方法. 即设置统一的时间步长 ℎ,
满足 0 < 𝑡0 ≪ 1的参数 𝑡0 = 𝑛0ℎ. 当 𝑡 < 𝑡0 时, 类似地, 分别用广义 Taylor展开和多项式插
值估计 𝑓(𝑡 − 𝜏)和 𝑔(𝑡, 𝑢(𝑡)). 与之前直接求解方程的解不同, 这里 𝑢(𝑡)在 [0, 𝑡0]中插值点上
的数值解需要由 Newton迭代法等方程的数值求解器求解. 𝑡 ≥ 𝑡0 时, 核函数 𝑓(𝑡 − 𝜏)由其在
[0, 𝑇 ]上的 SOE估计, 从而解改写为已知函数与指数和和非线性函数的卷积的和. 我们仍然
采用 Runge-Kutta方法求解卷积积分方程, 得到一个解 𝑢(𝑡)的递推形式. 在时间 𝑡 = 𝑁ℎ的非
线性 Volterra方程的离散格式写为

𝑢(𝑡) ≈ 𝑢𝑁 = 𝑎𝑁 +
𝑃

∑
ℓ=1

𝑀ℓ [𝑟(𝑧ℓ)𝑌 𝑁𝑇 −1
ℓ + ℎ𝝍ℓ𝒈𝑁𝑇 −1] + ∫

𝑡0

0
𝑓𝑀 (𝜏)𝐺(𝑡 − 𝜏, 𝑢(𝑡 − 𝜏))𝑑𝜏. (4–11)

与之前的方法一样, 内点上的函数值 𝑢(𝑡𝑗 + 𝑐𝑖ℎ)由整点上的函数值插值估计.
下面对非线性 Volterra方程的数值求解进行误差分析. 核函数 𝑓(𝜏)由 [0, 𝑡0]上的𝑀 阶

广义 Taylor展开 𝑓𝑀 (𝜏)与 [0, 𝑇 ]上的 SOE展开 𝑓es(𝑡 − 𝜏)估计. 其中后者的误差控制在 𝜀以
内. 𝑔(𝑡 − 𝜏, 𝑢(𝑡 − 𝜏))则由 [0, 𝑡0]上的 𝐿阶插值 𝐺(𝑡 − 𝜏, 𝑢(𝑡 − 𝜏))估计. 其 [0, 𝑇 ]上的内点函数
值由整点函数值的 𝑚阶插值估计. 从而误差估计为

|𝑢(𝑡) − 𝑢𝑁 | =
|
|
||
𝐸𝑡0 + ∫

𝑇

0
(𝑓(𝑡 − 𝜏) − 𝑓es(𝑡 − 𝜏)) 𝑔(𝜏, 𝑢(𝜏))𝑑𝜏 +

𝑃

∑
ℓ=1

𝑚ℓ𝐸ℓ
RK(𝑡)

|
|
||

(4–12)

其中

𝐸𝑡0 = ∫
𝑡0

0
[𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏, 𝑢(𝑡 − 𝜏)) − 𝑓𝑀 (𝜏)𝐺(𝑡 − 𝜏, 𝑢(𝑡 − 𝜏))] 𝑑𝜏, (4–13)
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且 𝐸ℓ
RK(𝑡)为求解常微分方程过程中使用 Runge-Kutta产生的误差. 𝐸𝑡0 有估计

|𝐸𝑡0| = |∫
𝑡0

0
(𝑓 (𝜏) − 𝑓𝑀 (𝜏))𝑔(𝑡 − 𝜏, 𝑢(𝑡 − 𝜏)) + 𝑓𝑀 (𝜏)(𝑔(𝑡 − 𝜏, 𝑢(𝑡 − 𝜏)) − 𝐺(𝑡 − 𝜏, 𝑢(𝑡 − 𝜏)))𝑑𝜏|

≤ 𝐶0𝑡𝑀+1
0 |∫

𝑡0

0
𝑔(𝜏, 𝑢(𝜏))𝑑𝜏| + 𝐶1ℎ𝐿

𝐿

∑
𝑖=0

‖∂𝑖
𝑡∂𝐿−𝑖

𝑢 𝑔(𝜏, 𝑢(𝜏))‖∞ ∫
𝑡0

0
|𝑓𝑀 (𝑡 − 𝜏)| 𝑑𝜏

≤ 𝐶0(𝑛0ℎ)𝑀+1‖𝑔‖𝐿1 + 𝐶1𝐶𝑓𝑀 ,𝑡0ℎ𝐿
𝐿

∑
𝑖=0

‖∂𝑖
𝑡∂𝐿−𝑖

𝑢 𝑔(𝜏, 𝑢(𝜏))‖∞

(4–14)

其中 𝐶𝑓𝑀 ,𝑡0 = ∫
𝑡0

0
|𝑓𝑀 (𝑡 − 𝜏)| 𝑑𝜏 有界, 𝐶0 与 𝐶1 为常数, 指数和那一项的误差为

|∫
𝑇

0
(𝑓 (𝑡 − 𝜏) − 𝑓es(𝑡 − 𝜏))𝑔(𝜏, 𝑢(𝜏))𝑑𝜏| ≤ 𝜀‖𝑔‖𝐿1 . (4–15)

对于 𝐸𝑙
RK(𝑡), 我们有如下定理对其进行刻画.

定理 4.1 对于非线性函数 𝑔(𝜏, 𝑢(𝜏)), 假设对于任意的 𝜂 < 0均有如下的 Lipschitz条件
成立,

|𝑔(𝜏, 𝑣1) − 𝑔(𝜏, 𝑣2)| ≤ 𝐶(𝜂) ⋅ |𝑣1 − 𝑣2| for |𝑣1| ≤ 𝜂, |𝑣2| ≤ 𝜂, 0 < 𝜏 < 𝑡. (4–16)

考虑一个 𝑞级 𝑝阶 𝑆 ≤ 𝑝 − 1阶级的 Runge-Kutta方法, 满足 L-稳定性条件且 max
ℓ

|𝑠ℓℎ| ≤ 1.
则 Runge-Kutta方法产生的误差有上界

|𝐸𝑙
RK(𝑡)| ≤ 𝐶2 (|𝑢(𝑝)(0)| + ∫

𝑡−𝑡0

0
|𝑢(𝑝+1)(𝜏)|𝑑𝜏) ℎ𝑝. (4–17)

这个定理的证明同样可以在文献[56] 中的定理 4.1 中找到, 因此本文将其省略. 结合公
式(4–14), (4–15)和(4–17), 总误差有

|𝑢(𝑡) − 𝑢𝑛| = 𝑂(ℎ𝑑 + 𝜀) (4–18)

对其的详细分析见下一小节.

4.3 误差实例分析
与之前时间卷积积分的数值求解误差类似, 时间卷积积分方程的误差也源自与 VPMR

算法的 SOE带来的误差与 Runge-Kutta方法的误差. 下面将以非线性 Volterra方程为例, 举
一个基础的算例, 分析误差的主体部分.
在方程(4–10)中取

𝑓(𝑥) = 1
√𝑥 + 0.5

, 𝑔(𝑥, 𝑢(𝑥)) = (𝑢(𝑥) − 𝑥)2, 𝑢(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛(2𝑥) (4–19)

按公式(4–19)中的函数求得 𝑎(𝑡)作为已知函数, 这样可以保证目标函数有正弦已知解对照.
取 2阶 Runge-Kutta方法, 测试不同参数下步长与 𝑡 = 1处总相对误差之间的关系. 如图4–
1所示, 红色、绿色、蓝色与黑色曲线分别表示 20项、30项、50项和 100项 SOE展开的实
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验结果. 从图中可以看出在小步长时, 误差主要由 Runge-Kutta方法引起, 因为四条曲线均
显示出明显服从 Runge-Kutta方法的收敛阶. 而大步长时, Runge-Kutta方法的误差已经足够
小, 使得 VPMR算法的误差成为了主体. 最终在排除机器误差之外的因素下, 曲线会收敛于
VPMR算法的误差. 并且 VPMR算法的误差越小, 曲线收敛所需的最小步长也越小. 这与我
们之前理论计算的误差分析相吻合. 从算例中可以发现, 该算法是一种高精度算法. 但需要
注意, 这里由于方程求解器采用了 Newton迭代法, 在时间步的推进过程中会产生误差累积,
因为 Newton迭代法的误差无法被完全消去.

Step size
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图 4–1 不同参数下步长与总相对误差之间的关系
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第五章 多重快速高斯变换

本章主要介绍一种名为快速高斯变换 (Fast Gauss Transform,FGT)的算法, 并分析VPMR
算法所得到的 SOG在 FGT算法中的应用.
在过去的几十年里, 核求和问题在许多科学领域都具有重要的意义, 包括偏微分方程

的数值解、粒子模拟、机器学习和数据科学[66-71]. 核求和问题的快速求和问题是一个被广
泛研究的课题, 其中解决这个问题的最著名算法为 𝑂(𝑁) 复杂度的快速多极子算法 (Fast
Multipole Method,FMM). FMM算法最初是由 L. Greengard和 V.Rokhlin在粒子模拟环境中发
展起来的, 在粒子模拟环境中, 核函数或者其导数在原点处具有奇点[72-73]. FMM的优点在
于它能有效地实现复杂的数据结构, 并对新核函数进行自适应[74-76]. 但有时过为复杂的数
据结构对于一些光滑核函数在实际操作中是不必要的. 作为一个典型例子, 高斯核函数的
单能级 FMM算法的特殊情况, FGT算法, 利用一个我们称为 Hermite函数的级数构造了多
极子和局部展开, 从而放弃了自适应网格. 然而快速高斯变换面临着网格与带宽的高度相关
性, 即网格的设计很大程度上取决于带宽. 并且其只能处理高斯势函数的一大特点大大限制
了其广泛应用. 据我们所知, 目前不存在一种修正的、与核函数无关且带宽可控的快速高斯
变换. 并且对于许多复杂核函数问题 (即使有时候具有很强的各向异性), 我们仍然需要一种
简单数据结构保证精度的快速求和算法. 因而本章所提出的多重快速高斯变换很好地解决
了这一问题. 与 FGT相比, 该算法的效率几乎相同, 并且其可以处理一般光滑核函数.

5.1 快速高斯变换
考虑一个具有 𝑁 个源点与𝑀 个目标点的系统. 源点在目标点产生的势仅与两点之间

的距离和源点电荷量有关, 且为一个高斯函数. 因而在目标点 𝑦𝑗 处所有源点对其产生的势
的和为

𝛷(𝑦𝑗) =
𝑁

∑
𝑖=1

𝑞𝑖𝑒−||𝑥𝑖−𝑦𝑗 ||2/ℎ2 (5–1)

其中 {𝑥𝑖}为源点的集合, 𝑞𝑖 为对应源点的电荷量. 如果对这个问题直接计算, 显然运算复杂
度为 𝑂(𝑀𝑁). 由于𝑀 和𝑁 的数量级往往接近, 故可近似为 𝑂(𝑁2), 即平方复杂度. 这个复
杂度显然是不可接受的. FGT则用线性复杂度 𝑂(𝑀 + 𝑁)解决了这一问题[77]. 这一问题通常
会在分子模拟 (如Monte Carlo方法, 分子动力学方法等)中需要处理.

下进行 FGT算法的推导. 首先考虑 Hermite多项式, 其定义为

𝐻𝑛(𝑦) = (−1)𝑛𝑒𝑦2 𝑑𝑛

𝑑𝑦𝑛 (𝑒−𝑦2), 𝑦 ∈ ℝ (5–2)

例如前几个 Hermite多项式为

𝐻0(𝑦) = 1
𝐻1(𝑦) = 2𝑦
𝐻2(𝑦) = 4𝑦2 − 2
𝐻3(𝑦) = 8𝑦3 − 12𝑦

(5–3)
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由 Hermite多项式的定义以及 Taylor展开可以得到

𝑒2𝑦𝑥−𝑥2 =
∞

∑
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! 𝐻𝑛(𝑦) (5–4)

对公式5–4两端同乘因子 𝑒−𝑦2
有

𝑒−(𝑦−𝑥)2 =
∞

∑
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛! 𝐻𝑛(𝑦)𝑒−𝑦2 (5–5)

由此可以给出一个定义.

定义 5.1 定义 ℎ𝑛(𝑥)
ℎ𝑛(𝑥) = 𝑒−𝑦2𝐻𝑛(𝑦) (5–6)

从而对于二元高斯函数 𝑒− (𝑦−𝑥)2
ℎ2 按变量 𝑥用 ℎ𝑛(𝑥)展开有

𝑒− (𝑦−𝑥)2
ℎ2 =

∞

∑
𝑛=0

1
𝑛! (𝑥 − 𝑥0

ℎ )𝑛ℎ𝑛(𝑦 − 𝑥0
ℎ ) (5–7)

这个展开称之为 Hermite展开. 类似地按变量 𝑦展开有

𝑒− (𝑦−𝑥)2
ℎ2 =

∞

∑
𝑛=0

1
𝑛! (𝑦 − 𝑦0

ℎ )𝑛ℎ𝑛(𝑥 − 𝑦0
ℎ ) (5–8)

这个展开称之为 Taylor展开.

定义5.1给出了源和目标之间势函数的展开方式. 除此之外 ℎ𝑛(𝑦)有与 Hermite多项式类似的
递推式,

ℎ𝑛+1(𝑦) = 2𝑦ℎ𝑛(𝑦) − 2𝑛ℎ𝑛−1(𝑦), 𝑦 ∈ ℝ (5–9)

为了处理高维问题, 引入多维指标 (Multi-index)来改写展开式. 考虑一个 𝑑 维向量 𝑥 =
(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑑)与一个 𝑑 维多维指标 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑑), 其中 𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑑 为已知参数, 𝑥与
𝛼之间的多维指标运算为

𝛼! = 𝛼1!𝛼2! ⋯ 𝛼𝑛! (5–10)

|𝛼| = 𝛼1 + 𝛼2 + ⋯ + 𝛼𝑛 (5–11)

𝑥𝛼 = 𝑥𝛼1
1 𝑥𝛼2

2 ⋯ 𝑥𝛼𝑛
𝑛 (5–12)

𝑑𝛼

𝑑𝑥𝛼 = ∂𝛼1

∂𝑥𝛼1
1

∂𝛼2

∂𝑥𝛼2
2

⋯ ∂𝛼𝑛

∂𝑥𝛼𝑛
𝑛

(5–13)

从而按照多维指标的定义, 可得到多重指标 Hermite多项式的定义：

定义 5.2
ℎ𝛼(𝑦) = 𝑒−||𝑦||2𝐻𝛼(𝑦) = ℎ𝛼1(𝑦1)ℎ𝛼2(𝑦2) ⋯ ℎ𝛼𝑑 (𝑦𝑑) (5–14)

一致地, Hermite展开和 Taylor展开改写为

𝑒− (𝑦−𝑥)2
ℎ2 = ∑

|𝛼|≥0

1
𝛼! (𝑥 − 𝑥0

ℎ )𝛼ℎ𝛼(𝑦 − 𝑥0
ℎ ) (5–15)

𝑒− (𝑦−𝑥)2
ℎ2 = ∑

|𝛼|≥0

1
𝛼! (𝑦 − 𝑦0

ℎ )𝛼ℎ𝛼(𝑥 − 𝑦0
ℎ ) (5–16)
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在得到源点和目标点的坐标之后, 将点所在空间分割为均匀网格并记录下所有网格中心的
坐标. 判定每一个点 (包括源点和目标点)所在的网格. 之后在公式(5–15)和(5–16)中的 𝑥0 与
𝑦0 均取网格中心坐标, 从而有如下定义

定义 5.3 对势函数进行展开, 定义 S-展开为

𝛷(𝑦, 𝑥𝑖) = ∑
|𝛼|≥0

1
𝛼! (𝑥𝑖 − 𝑥𝑙

𝑐
ℎ )𝛼ℎ𝛼(𝑦 − 𝑥𝑙

𝑐
ℎ ) (5–17)

定义 R-展开为

𝛷(𝑦, 𝑥𝑖) = ∑
|𝛽|≥0

1
𝛽!ℎ𝛽(𝑥𝑖 − 𝑥𝑙

𝑐
ℎ )(𝑦 − 𝑥𝑙

𝑐
ℎ )𝛽 (5–18)

其中 𝑥𝑙
𝑐 表示空间内第 𝑙个网格中心点的坐标.

方便起见, 我们设 𝑎𝛼(𝑥𝑖, 𝑥𝑙
𝑐) = 1

𝛼! (𝑥𝑖 − 𝑥𝑙
𝑐

ℎ )𝛼 , 𝑆𝛼(𝑦 − 𝑥𝑙
𝑐) = ℎ𝛼(𝑦 − 𝑥𝑙

𝑐
ℎ ), 𝑏𝛽(𝑥𝑖, 𝑥𝑙

𝑐) =
1
𝛽!ℎ𝛽(𝑥𝑖 − 𝑥𝑙

𝑐
ℎ ), 𝑅𝛽(𝑦 − 𝑥𝑙

𝑐) = (𝑦 − 𝑥𝑙
𝑐

ℎ )𝛽 . 同时设 𝐼(𝑙) 表示第 𝑙 个网格, 从而用这种方法便
可把目标点的受到的总势分为每个网格势的和. 第 𝑙个网格内所有源点产生的势为

𝛷𝑙(𝑦) = ∑
𝑥𝑖∈𝐼(𝑙)

𝑞𝑖𝛷(𝑦, 𝑥𝑖)

= ∑
𝑥𝑖∈𝐼(𝑙)

𝑞𝑖[ ∑
|𝛼|≥0

𝑎𝛼(𝑥𝑖, 𝑥𝑙
𝑐)𝑆𝛼(𝑦 − 𝑥𝑙

𝑐)]

= ∑
|𝛼|≥0

[ ∑
𝑥𝑖∈𝐼(𝑙)

𝑞𝑖𝑎𝛼(𝑥𝑖, 𝑥𝑙
𝑐)]𝑆𝛼(𝑦 − 𝑥𝑙

𝑐)

(5–19)

从而有如下引理[78].

引理 5.1 𝛷𝑙(𝑦)有 S-展开,

𝛷𝑙(𝑦) = ∑
|𝛼|≥0

𝐴𝑙
𝛼ℎ𝛼(𝑦 − 𝑥𝑙

𝑐
ℎ ) (5–20)

其中 𝐴𝑙
𝛼 = 1

𝛼! ∑
𝑥𝑖∈𝐼(𝑙)

𝑞𝑖𝑎𝛼(𝑥𝑖, 𝑥𝑙
𝑐).

由引理5.1可以推导出 FGT算法的核心计算式, 即如下定理.

定理 5.1 𝛷𝑙(𝑦)有 SR-展开,

𝛷𝑙(𝑦) = ∑
|𝛽|≥0

𝐶 𝑙𝑚
𝛽 (𝑦 − 𝑥𝑚

𝑐
ℎ )𝛽 (5–21)

其中 𝐶 𝑙𝑚
𝛽 = 1

𝛽! ∑
|𝛼|≥0

𝐴𝑙
𝛼(−1)|𝛼|ℎ𝛼+𝛽(𝑥𝑙

𝑐 − 𝑥𝑚
𝑐

ℎ ), 𝑥𝑙
𝑐 代表第 𝑙 个网格的中心坐标, 𝑥𝑚

𝑐 代表目标点

所在网格的中心坐标.

证明 考虑 ℎ𝛼(𝑦)关于点 𝑦0 ∈ ℝ𝑑 的 Taylor展开,

ℎ𝛼(𝑦) = ∑
|𝛽|≥0

(𝑦 − 𝑦0)𝛽

𝛽! 𝐷𝛽ℎ𝛼(𝑦0) (5–22)
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由其定义有
ℎ𝛼(𝑦) = (−1)𝛼𝐷𝛼𝑒−||𝑦||2 (5–23)

因此
𝐷𝛽ℎ𝛼(𝑦) = (−1)𝛽ℎ𝛼+𝛽(𝑦) (5–24)

代入到 Taylor展开有

ℎ𝛼(𝑦) = ∑
|𝛽|≥0

(𝑦 − 𝑦0)𝛽

𝛽! (−1)𝛽ℎ𝛼+𝛽(𝑦0) (5–25)

根据引理5.1与公式(5–25)有

𝛷𝑙(𝑦) = ∑
|𝛼|≥0

𝐴𝑙
𝛼ℎ𝛼(𝑦 − 𝑥𝑙

𝑐
ℎ )

= ∑
|𝛼|≥0

𝐴𝑙
𝛼[ ∑

|𝛽|≥0

(−1)𝛽

𝛽! (𝑦 − 𝑥𝑚
𝑐

ℎ )𝛽ℎ𝛼+𝛽(𝑥𝑚
𝑐 − 𝑥𝑙

𝑐
ℎ )]

= ∑
|𝛽|≥0

[ (−1)𝛽

𝛽! ∑
|𝛼|≥0

𝐴𝑙
𝛼(−1)|𝛼|+|𝛽|ℎ𝛼+𝛽(𝑥𝑙

𝑐 − 𝑥𝑚
𝑐

ℎ )](𝑦 − 𝑥𝑚
𝑐

ℎ )𝛽

= ∑
|𝛽|≥0

𝐶 𝑙𝑚
𝛽 (𝑦 − 𝑥𝑚

𝑐
ℎ )𝛽

(5–26)
□

实际计算中, 公式(5–26)中的级数取有限和即可. 实验结果表明, 较小的截断项 (如 |𝛼| ≤ 4)
就可以达到一个很高的近似精度. 整理 FGT 的算法步骤如下：在算法5–1中, 前两步属于

算法 5–1快速高斯变换 FGT
输入:源点坐标集合 {𝑥𝑖}, 目标点坐标集合 {𝑦𝑖}与网格划分方式
输出:目标点的势集合 𝛷(𝑦𝑖)

1 确定所有网格的中心点;

2 计算 1
𝛽! (−1)|𝛼|ℎ𝛼+𝛽(𝑥𝑙

𝑐 − 𝑥𝑚
𝑐

ℎ ), ∀𝛼, 𝛽, 𝑙, 𝑚;

3 计算 𝐶 𝑙𝑚
𝛽 ;

4 for ∀𝑦𝑖, 𝑙 do

5 计算 𝛷𝑙(𝑦𝑖) = ∑
|𝛽|≥0

𝐶 𝑙𝑚
𝛽 (𝑦 − 𝑥𝑚

𝑐
ℎ )𝛽 ;

6 计算 𝛷(𝑦𝑖) = ∑
𝑙

𝛷𝑙(𝑦𝑖);

预计算部分. 对于 𝑁 个源点和𝑀 个目标点, 第二步的运算复杂度为 𝑂(𝑁), 循环部分与第
六步均为 𝑂(𝑀)(这里认为分得网格数的数量级远小于𝑀 与 𝑁). 从而整个算法的复杂度为
𝑂(𝑀 + 𝑁) ∼ 𝑂(𝑁).
但实际上由于展开的独特性与多维指标的设计, FGT只能应用于势函数为高斯函数的情

形. 并且由误差分析可知, 较大的带宽会有更快的收敛速度和更稀疏的网格分割. 这显然给
FGT算法带来了极大的局限性. 因此考虑使用 VPMR算法与 FGT的保线性性质, 将非高斯
函数的核函数进行大带宽高斯函数和的近似, 从而使用线性复杂度的算法解决平方复杂度
的一般势的计算问题. 并且利用其带宽可控的性质, 获得更好的收敛精度.
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5.2 高斯和的应用
由于 FGT的保线性性质, 𝑃 项 SOG的计算可以使用 𝑃 次 FGT解决. 本节将利用 FGT

的计算时, 推导一种更简单的计算方式.

设势函数为 𝑓(𝑥) ∼ 𝑓𝑒𝑞(𝑥)
𝑃

∑
𝑘=1

𝑒
− 𝑥2

ℎ2
𝑘 . 则根据公式(5–26)有

𝑓𝑒𝑞(𝑥) =
𝑃

∑
𝑘=1

𝑒
− 𝑥2

ℎ2
𝑘

=
𝑃

∑
𝑘=1

[ ∑
|𝛽|≥0

𝐶 𝑙𝑚𝑘
𝛽 (𝑦 − 𝑥𝑚

𝑐
ℎ𝑘

)𝛽]

=
𝑃

∑
𝑘=1

[ ∑
|𝛽|≥0

[ 1
𝛽! ∑

|𝛼|≥0
𝐴𝑙𝑘

𝛼 (−1)|𝛼|ℎ𝛼+𝛽(𝑥𝑙
𝑐 − 𝑥𝑚

𝑐
ℎ𝑘

)(𝑦 − 𝑥𝑚
𝑐

ℎ𝑘
)𝛽]]

= ∑
|𝛽|≥0

[ 1
𝛽! ∑

|𝛼|≥0
[(−1)|𝛼|𝛼!

𝑃

∑
𝑘=1

[ℎ𝛼+𝛽(𝑥𝑙
𝑐 − 𝑥𝑚

𝑐
ℎ𝑘

) 1
ℎ|𝛼+𝛽| ] ∑

𝑥𝑖∈𝐼
𝑞𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥𝑙

𝑐)𝛼(𝑥 − 𝑥𝑚
𝑐 )𝛽]]

(5–27)

从而需要进行计算 𝑃 遍的部分仅有
𝑃

∑
𝑘=1

[ℎ𝛼+𝛽(𝑥𝑙
𝑐 − 𝑥𝑚

𝑐
ℎ𝑘

) 1
ℎ|𝛼+𝛽| ], 而剩余的部分仅需计算一次.

从而大大降低了运算复杂度. 在后续章节中给出了相关的精度算例与时间算例, 以体现耦合
之后的高精度与线性时间复杂度.

5.3 误差分析
历史文献中对 FGT的误差分析有很多版本[79-80], 其中一个主要原因为 Greengard在其

发表的第一篇关于快速高斯变换的文章[77] 中对其误差分析出现了错误. 本文所推导的误差
分析主要来自于文献[81], 并对其进行部分改动, 使得最终得到的误差上界结果相较原论文
更优.
使用公式(5–27)所代表的多重快速高斯变换, 可以对一般核函数应用 FGT算法. 显然误

差来源于两部分：一是 VPMR算法得到 SOG近似产生的误差, 二是 FGT算法所造成的误
差. 与前文所提到的 Runge-Kutta方法与VPMR算法耦合的情况一致, 在VPMR算法与 FGT
算法耦合的过程中误差主体由 FGT算法导致.

首先考虑单指数项 FGT 的误差. 势函数为 𝑒− (𝑥−𝑦)2
ℎ2 , 设公式(5–26)中的级数截断项数为

𝑝. 设

𝑢𝑖
𝑝(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑐𝑖) =

𝑝−1

∑
𝑛𝑖=0

1
𝑛𝑖!

(𝑦𝑖 − 𝑐𝑖
ℎ )𝑛𝑖ℎ𝑛𝑖(

𝑥𝑖 − 𝑐𝑖
ℎ ) (5–28)

𝑣𝑖
𝑝(𝑥𝑖, 𝑦𝑖, 𝑐𝑖) =

∞

∑𝑛𝑖=𝑝

1
𝑛𝑖!

(𝑦𝑖 − 𝑐𝑖
ℎ )𝑛𝑖ℎ𝑛𝑖(

𝑥𝑖 − 𝑐𝑖
ℎ ) (5–29)

这里 𝑖指代某一个维度. 这里以 3维系统为例, 即 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)有

𝑒
−||𝑥−𝑦||2

ℎ2 =
3

∏
𝑖=1

(𝑢𝑖
𝑝 + 𝑣𝑖

𝑝) (5–30)
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方便起见, 设 𝐴𝑖 = 𝑒− (𝑥𝑖−𝑦𝑖)2
ℎ2 , 则有

𝐴𝑖 = 𝑢𝑖
𝑝 + 𝑣𝑖

𝑝 (5–31)

记误差为 𝐸 则

𝐸 = |𝑒
−||𝑥−𝑦||2

ℎ2 − 𝑢1
𝑝𝑢2

𝑝𝑢3
𝑝|

= |(𝑢1
𝑝 + 𝑣1

𝑝)(𝑢2
𝑝 + 𝑣2

𝑝)(𝑢3
𝑝 + 𝑣3

𝑝) − 𝑢1
𝑝𝑢2

𝑝𝑢3
𝑝|

= |𝑣1
𝑝𝑣2

𝑝𝑣3
𝑝 − 𝑣1

𝑝𝑣2
𝑝𝐴3 − 𝑣1

𝑝𝑣3
𝑝𝐴2 − 𝑣2

𝑝𝑣3
𝑝𝐴1 + 𝑣1

𝑝𝐴2𝐴3 + 𝑣2
𝑝𝐴1𝐴3 + 𝑣3

𝑝𝐴1𝐴2|

(5–32)

由于
𝑒− 1

ℎ2 ≤ 𝐴𝑖 ≤ 1, 0 < 𝑣𝑖
𝑝 ≤ 1 (5–33)

从而

𝐸 ≤ 𝑣1
𝑝𝑣2

𝑝𝑣3
𝑝 + 𝑣1

𝑝 + 𝑣2
𝑝 + 𝑣3

𝑝 − 𝑒− 1
ℎ2 (𝑣1

𝑝𝑣2
𝑝 + 𝑣1

𝑝𝑣3
𝑝 + 𝑣2

𝑝𝑣3
𝑝)

≤ (1 − 3𝑒− 1
ℎ2 )𝑣1

𝑝𝑣2
𝑝𝑣3

𝑝 + 𝑣1
𝑝 + 𝑣2

𝑝 + 𝑣3
𝑝

(5–34)

于是考虑单独对 𝑣𝑖
𝑝 的上界估计,

𝑣𝑖
𝑝 =

∞

∑𝑛𝑖=𝑝

1
𝑛𝑖!

(𝑦𝑖 − 𝑐𝑖
ℎ )𝑛𝑖ℎ𝑛𝑖(

𝑥𝑖 − 𝑐𝑖
ℎ )

≤
∞

∑𝑛𝑖=𝑝

1
𝑛𝑖!

( 𝑟
2ℎ)𝑛𝑖2

𝑛𝑖−𝑝
2

√
𝑛𝑖!
𝑝! ℎ𝑝(𝑥𝑖 − 𝑐𝑖

ℎ )

≤ 2− 𝑝
2 √

1
𝑝!ℎ𝑝(𝑥𝑖 − 𝑐𝑖

ℎ )
∞

∑𝑛𝑖=𝑝
𝑟𝑛𝑖(2𝜋)−0.25𝑛

− 𝑛𝑖
2−0.25

𝑖 𝑒
𝑛𝑖
2

≤ 2− 𝑝
2 √

1
𝑝!ℎ𝑝(𝑥𝑖 − 𝑐𝑖

ℎ )(2𝜋𝑝)−0.25 𝑟𝑝
𝑝

1 − 𝑟𝑝

≤ 𝑇 𝐾

(5–35)

其中 𝑇 = 2− 𝑝
2 √

1
𝑝! max

[0, 1
ℎ ]

ℎ𝑝(𝑥), 𝐾 = (2𝜋𝑝)−0.25 𝑟𝑝
𝑝

1 − 𝑟𝑝
, 𝑟𝑝 = 𝑟√

𝑒
𝑝 , 且 𝑟代表分割的网格边长. 注

意公式(5–35)用到了 Stirling公式与一个事实, 即对 ∀𝑛 ≥ 𝑝, 𝑥 ∈ ℝ有

ℎ𝑛(𝑥) ≤ 2− 𝑛−𝑝
2 √

𝑛!
𝑝!ℎ𝑝(𝑥) (5–36)

由此可见误差上界与带宽 ℎ有密切关系. 因而可控带宽的 VPMR算法对于 FGT算法的耦合
可以有效减小误差.
由于 FGT本身具有一些其它的的局限性, 例如高维会严重陷入维度诅咒, 网格利用率

可能不高等, 即使 VPMR算法耦合之后也无法解决这些固有问题. FGT目前有许多改进的版
本, 如可以自适应网格的改进快速高斯变换 (Improved Fast Gauss Transform, IFGT)[82], 结合
树结构的 FGT算法 (Tree-FGT)[83] 等. 未来这一方面的一个拓展方向即为将 VPMR算法耦
合到这些改进后的 FGT的算法中去.
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第六章 数值算例

本章所有算例都是在具有 32GB内存, 2.50GHz的 IntelTM核心处理器的个人计算机上
进行的. 计算平台为MATLAB2019a. 所有代码皆为单线程串行计算.

6.1 高斯和展开
在本节中, 我们给出数值结果来说明 VPMR 算法对于非奇异目标函数 SOG 估计的性

能. 这里采用四种不同的核函数来度量 VPMR算法的性能. 它们分别为具有小带宽的高斯
核函数 𝑓gau, 反二次核函数 𝑓imq, Ewald分裂核函数 𝑓ewd和Matérn核函数 𝑓mat, 写做

𝑓gau(𝑥) = 𝑒−𝑥2/ℎ2 , (6–1)

𝑓imq(𝑥) = 1
√1/2 + 𝑥2

, (6–2)

𝑓ewd(𝑥) = erf(𝛼𝑥)
𝑥 , (6–3)

𝑓mat(𝑥) = (√2𝜈|𝑥|)𝜈𝐾𝜈(√2𝜈|𝑥|)
2𝜈−1𝛤 (𝜈)

, (6–4)

其中 erf(𝑥) = (2/√𝜋) ∫
𝑥

0
exp(−𝑢2)𝑑𝑢为误差函数, 𝐾𝜈 为 𝜈阶的第二类修正的贝塞尔函数, 𝛤 为

Gamma函数. 计算中取参数 ℎ = 0.1, 𝛼 = 1和 𝜈 = 2. 我们注意到, 高斯核函数和反二次核函
数是广泛使用的径向基函数, 用于许多数据科学和工程问题[84-85]. Ewald分裂核函数则是来
自于著名的库仑相互作用的 Ewald求和算法中的长程部分, 即

1
𝑥 = erf(𝛼𝑥)

𝑥 + erfc(𝛼𝑥)
𝑥 (6–5)

中的前半部分, 常研究其在 Fourier空间中的性质, 参数 𝛼 描述了截断半径的倒数[86-88]. 最
后, Matérn 核函数也是一个常用的具有复杂形式的径向基函数, 常用作建模高斯过程的协
方差函数, 其中参数 𝜈 描述核的光滑性[10]. 其常用性质有 𝑓𝑚𝑎𝑡(0) = 1, ∀𝜈 而且在 𝜈 较大
时, 𝑓𝑚𝑎𝑡(𝑥)在原点具有高阶可微的性质.
首先探究项数 𝑃 与 SOG逼近过程中的误差关系. 为了衡量 SOG逼近的精度, 我们定义

误差公式为

𝜖∞ =
max{|𝑓𝑝(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖)|, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑀}

max{|𝑓(𝑥𝑖)|, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑀}
, (6–6)

其中 𝑓𝑝(𝑥)为 SOG展开, 𝑝 = 2𝑛且这个展开没有经过MR技术处理. {𝑥𝑖, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑀}为区间
[0, 1]内的取样点. 这里取𝑀 = 1000. 该误差可以看作是连续 𝐿∞ 范数的近似.
误差实验的结果如6–1所示. 子图 a中给出了固定最小带宽下, 误差与项数之间的关系.

参数取 𝑛𝑐 = ⌈𝑛/4⌉, 即最小带宽固定为 𝑠𝑝 ≈ √1/8. 子图 b中则给出了固定项数下, 误差与最
小带宽之间的关系. 参数取 𝑝 = 10000. 两幅图中 Gauss, IMQ, Ewald和 Matern分别代表着
高斯核函数 𝑓gau, 反二次核函数 𝑓imq, Ewald分裂核函数 𝑓ewd 和Matérn核函数 𝑓mat, 对应着
红色, 绿色, 蓝色以及灰色曲线. 在子图 a中我们观察到, 对于所有四个核函数的 SOG近似
都有很高的精度, 并且收敛速度是非常快的. 不同核函数的收敛速度不一致, 没有明显的共
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同特点. 这里要指出高斯核函数的原带宽 ℎ = 0.1, 但经过 SOG处理之后 𝑠𝑗 ≫ ℎ, 且收敛情
况良好. 因而给出了一种大带宽高斯信号逼近小带宽高斯信号的构造. 这对于信号处理有着
十分重要的意义. 而在子图 b中发现对于高斯核函数和Matérn核函数, 当最小带宽降低时,
估计的精度显著提高. 然而, 另外两个核函数的 SOG近似似乎对最小带宽的变化并不敏感,
因为它们是更平滑的函数, 而且傅里叶空间中的高频分量非常小. 从而说明误差与最小带宽
没有明显的关系, 更多与函数性质有关.
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图 6–1 误差 𝜖∞ 与项数和最小带宽的关系

在实际计算中, 高斯系数的大小与舍入误差密切相关. 有必要探究 SOG展开最小带宽
的变化对系数大小的影响. 图6–2中展示了 SOG中系数的最大绝对值 𝑤max = max{|𝑤𝑗|, 𝑗 =
0, 1, ⋯ , 𝑝 − 1} 与最小带宽 𝑠𝑝 之间的关系. 子图 a 和 b 分别固定项数 𝑝 = 20 和 40, 红色,
绿色, 蓝色以及灰色曲线分别表示高斯核函数 𝑓gau, 反二次核函数 𝑓imq, Ewald分裂核函数
𝑓ewd和Matérn核函数 𝑓mat的结果. 如图6–2两幅图的比较中可以看出, 最大系数的绝对值会
随着用于 SOG近似的项数的增加而增加. 而最小带宽对于系数最大绝对值没有明显的影响
规律. 而且两幅子图均显示出明显的大系数, 直接应用会引起极大的机器误差而导致实验失
败. 本实验采用了多精度工具箱保存了每一个数据足够多的有效数字 (如 300位), 从而可以
测量出精确的误差结果. 因而在实际应用中MR技术是十分必要的, 因为处理之后的数据只
用 double双精度数据结构便可以保存全部信息. 后续会有实验显示MR技术的实际效果.
下面将展示 VPMR算法与最小二乘法 (Least square method,LSM)的比较. 对于 LSM, 我

们使用完全正交分解来计算拟合矩阵的低秩近似, 以对抗病态矩阵的存在. 如图6–3所示, 四
副子图分别展示了高斯核函数 𝑓gau, 反二次核函数 𝑓imq, Ewald分裂核函数 𝑓ewd和Matérn核
函数 𝑓mat 的 VPMR算法的结果和 LSM的结果, 定义域为 𝑥 ∈ [0, 1]. 其中灰色, 蓝色, 红色
以及绿色曲线分别代表 200项 VPMR算法结果, 800项 VPMR算法结果, 200项 LSM结果
与 800项 LSM结果. 显然无论哪一种核函数, VPMR算法都提供了更为精确的结果, 误差基
本可以达到 10−9. 甚至 200项 VPMR算法结果的精度要高于 800项 LSM结果的精度. 由于
LSM较难探测到大系数的结果, 因而最后结果更弱. 如果强行拓宽 LSM的探测区间, 其运
算时间是不可接受的.
最后考虑MR技术在 VPMR算法中的作用. 由 VP和产生的 SOG估计面临着线性系数

过大以及冗余信息过多等问题, 无法直接应用到其它算法中去. 于是探究 MR方法对于 VP
和这两个问题的解决能力. 如表格6–1与表格6–2所示, 它们分别计算了 𝑓imq 与 𝑓mat100 项
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图 6–2 系数的最大绝对值 𝑤max与最小带宽 𝑠𝑝 之间的关系
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图 6–3 四种不同核函数的 VPMR结果与 LSM结果的比较
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SOG的模型降阶结果. 统计了降阶到 100项 (未降阶情形), 90项, 70项, 50项, 30项以及 10
项的线性系数绝对值的最大值 𝑤̃max, 最小带宽 𝑠𝑞 以及降阶后产生的误差 𝜖∞. 从结果中可
以看出进行了降阶之后, 线性系数绝对值最大值有非常明显的减少, 而最小带宽变化幅度不
大. 这与第二章的理论结果高度一致. 并且降阶后产生的误差有时可以在降阶项数较小时也
可以保持很好, 例如 𝑓imq 可以降阶到 70项以保留原有精度, 约简率约为 30%. 而 𝑓mat 甚至
可以降阶到 30项就可以保留原有精度, 约简率达到了 70%. 实际上模型降阶的效果与函数
性质有密切关系, 但无论何种函数, 模型降阶均可以大幅降低其线性系数绝对值, 保证最小
带宽没有太大变化, 从而完美弥补 VP和所带来线性系数绝对值过大的问题. 由此可以证明
MR技术在 VPMR算法中具有显著效果. 后续实验所使用的 VPMR算法的结果都是测试的
保证误差不变的最优约简项数结果.

表 6–1 𝑓imq100项 SOG的模型降阶结果

降阶项数 𝑞 𝑤̃max 𝑠𝑞 𝜖∞
100 5.96e+68 0.361 2.36e-6
90 37.5 0.201 2.36e-6
70 13.7 0.346 2.66e-6
50 6.90 0.363 2.34e-5
30 2.31 0.421 1.87e-4
10 2.31 0.665 1.03e-2

表 6–2 𝑓mat100项 SOG的模型降阶结果

降阶项数 𝑞 𝑤̃max 𝑠𝑞 𝜖∞
100 5.70e+64 0.361 3.87e-6
90 0.335 0.131 3.87e-6
70 0.467 0.122 3.88e-6
50 0.309 0.113 3.89e-6
30 0.246 0.116 5.68e-6
10 0.274 0.153 1.84e-5

6.2 指数和展开
在本节中, 我们给出数值结果来说明 VPMR算法对于目标函数 SOE估计的性能. 与上

一节类似, 本节也将对四种不同的核函数进行实验：Matérn核函数, 幂核函数, Ewald分裂
核函数和 Helmholtz核函数. 第一种与第三种核函数已经于上一节介绍, 下面介绍其余两种
核函数,
这里考虑的幂核函数 𝑓(𝑥) = 𝑥𝛼−1 是弱奇异的, 在计算物理中有着广泛的应用[3, 11]. 幂

核函数有如下式的逆 Laplace变换的形式[12],

𝑥𝛼−1 = 1
𝛤 (1 − 𝛼) ∫

∞

−∞
𝑒−𝑒𝑡𝑥+(1−𝛼)𝑡𝑑𝑡. (6–7)
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公式(6–7)的数值积分产生了一个显式的离散化方法来得到一个 SOE. 虽然用积分表示构
造 SOE 近似可以达到给定的精度, 但带宽的不可控制限制了实际的使用. 而 Helmholtz 核
函数是来自于 Helmholtz 方程的 Green 函数, 它具有很强的震荡性质. 在二维和三维系统
里, Helmholtz核函数的形式分别为

𝑓2D(𝑥) = 𝑖
4𝐻 (1)

0 (𝑘𝑥), 𝑓3D(𝑥) = 𝑒𝑖𝑘𝑥

4𝜋𝑥, (6–8)

其中 𝐻 (1)
0 为第一类 Hankel函数. 高波数的 Helmholtz方程很难用数值来求解, 因为波数 𝑘

的值越大, Helmholtz核函数的振荡就越强. 由于这个问题, Helmholtz核函数尝试用一个有效
的 SOE近似非常困难.
如图所示展示了四种不同核函数在不同参数下使用 VPMR算法的 SOE结果. 子图 abcd

分别展示了 Matérn核函数, 幂核函数, Ewald分裂核函数和 Helmholtz核函数的结果. 一副
子图中不同颜色的曲线代表着不同的实验参数. 子图 a 中蓝色, 绿色和红色曲线分别表示
Matérn核函数 𝜈 = 1.0, 2.0与 4.0的结果. 子图 b中蓝色, 绿色和红色曲线分别表示幂核函数
𝛼 = 0.1, 0.5与 0.9的结果. 子图 c中蓝色, 绿色和红色曲线分别表示 Ewald分裂核函数截断
半径的倒数为 1.0, 2.0与 4.0的结果. 子图 d中蓝色与绿色曲线分别表示 Helmholtz核函数二
维体系与三维体系下的结果. 可以从图中观察到随着项数的增加, 所有核函数的逼近误差均
在减小, 并达到一个较高的精度. 由于不同函数的本身性质不同, 其收敛速度也会有明显的
不同.

6.3 卷积积分
本节将展示卷积积分计算求值的相关算例. 首先考虑非奇异核函数的情形. 在公

式(3–4)中取核函数为高斯函数 𝑓(𝜏) = 𝑒−𝜏2/4, 卷积函数为正弦函数 𝑔(𝜏) = sin 𝜏, 计算卷
积积分

𝑦(𝑡) = ∫
𝑡

0
𝑒− (𝑡−𝜏)2

4 sin 𝜏𝑑𝜏. (6–9)

在处理误差的时候, 本文认为” 真实解” 来自于自适应 Gauss-Kronrod 数值积分所得到的绝
对误差不超过 10−14 的数值解. 表格6–3中展示了不同时间步长下在时间 𝑡 = 1, 4, 10的绝对
误差与收敛阶. 采用的 SOE参数为 𝜀 = 8.1𝑒 − 14, 𝑛𝑐 /(2𝑛 − 1) = 1/8, 项数为 𝑃 = 20. 从表格中
可以清楚看出, 在误差允许的范围内, 可以认为收敛阶为 4阶, 这与采用的 4阶 Runge-Kutta
方法所一致, 说明 VPMR算法的误差不为误差的主体. 除此之外也发现误差不会随着时间
的推移而积累, 这是一个非常好的性质. 图6–5则展示了 CPU时间算例. 从图中可以看出该
算法是一个线性时间复杂度的算法, 其中散点为实验真实数据, 直线为对散点的拟合曲线,
红色点, 绿色点与蓝色点分别表示了时间步长为 0.05,0.01与 0.005的结果. 这与我们的时间
复杂度分析理论高度一致. 并且收敛阶的稳定代表误差主体由 Runge-Kutta方法提供, 而非
VPMR算法. 最终误差可以达到 10−13 数量级, 也体现出高精度的特点.
再考虑奇异核函数的情形. 取核函数为幂核函数 𝑓(𝜏) = 𝜏𝛼−1, 其中 0 < 𝛼 < 1, 卷积函数

为余弦函数 𝑔(𝜏) = cos 𝜏. 这个卷积积分也称为 Riemann-Liouville分数阶积分[60], 通常写做

𝑦(𝑡) = 1
𝛤 (𝛼) ∫

𝑡

0
(𝑡 − 𝜏)𝛼−1 cos 𝜏𝑑𝜏 (6–10)
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图 6–4 四种不同核函数在不同参数下的 SOE结果

其中本文所选用的卷积积分有解析解

𝑦(𝑡) =
21−𝛼√𝜋𝑡𝛼

𝛼𝛤 (
𝛼
2 ) 𝛤 (

1+𝛼
2 )

Ĥ(1, [
1
2(1 + 𝛼), 1 + 1

2𝛼] , −𝑡2

4 ) , (6–11)

其中 Ĥ({𝑎𝑖}
ð1
𝑖=1, {𝑏𝑗}ð2

𝑗=1, 𝜏)为广义超几何函数, 定义为

Ĥ({𝑎𝑖}
ð1
𝑖=1, {𝑏𝑗}ð2

𝑗=1, 𝜏) =
∞

∑
ℓ=0

⎛
⎜
⎜
⎝

∏ð1
𝑖=1(𝑎𝑖)ℓ

∏ð2
𝑗=1(𝑏𝑗)ℓ

⎞
⎟
⎟
⎠

(
𝜏ℓ

ℓ! ) , (6–12)

其中 ð1 和 ð2 为两个正整数, (⋅)ℓ = 𝛤 (⋅ + ℓ)/𝛤 (⋅) 为 Pochhammer 符号. 在 SOE 估计中, 分
别取参数 𝑛𝑐 /(2𝑛 − 1) = 0.15, 0.2与 𝛼 = 0.1, 0.5, 0.9. 项数为 𝑃 = 640, 保证 SOE误差控制在
∼ 10−9. 按照公式(3–25), 卷积积分被分裂为 𝐼1 与 𝐼2. 这里对 𝐼1 采用四阶格式, 对 𝐼2 采用
四阶 Lobatto IIIC方法. 表格6–4中展示了不同时间步长与不同 𝛼 下在时间 𝑡 = 1, 4, 8的绝对
误差与收敛阶. 所有数据均显示出四阶收敛性, 与理论分析一致. 在步长为 0.025时即可达
到 10−9 左右的精度, 可以说明该算法的高精度特性.
研究指出, 幂核函数作为核函数往往需要一个大的项数 𝑃 来实现高精度, 文献中已经

对它的 SOE方法进行了研究[3, 11-12]. 通常, 应使用数百个指数项来实现 8 ∼ 9位有效数字
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表 6–3 对于不同时间 𝑡求解公式(6–9)所产生的绝对误差与收敛阶

步长 ℎ 𝑡 = 1 阶数 𝑡 = 4 阶数 𝑡 = 10 阶数

0.5 6.60𝑒 − 5 - 3.47𝑒 − 5 - 4.08𝑒 − 5 -
0.25 4.49𝑒 − 6 3.88 3.31𝑒 − 6 3.39 3.53𝑒 − 6 3.53
0.1 1.19𝑒 − 7 3.93 1.03𝑒 − 7 3.62 1.06𝑒 − 7 3.70
0.05 7.46𝑒 − 9 3.95 6.79𝑒 − 9 3.71 6.90𝑒 − 9 3.77
0.025 4.68𝑒 − 10 3.96 4.36𝑒 − 10 3.77 4.41𝑒 − 10 3.82
0.01 1.20𝑒 − 11 3.97 1.14𝑒 − 11 3.82 1.15𝑒 − 11 3.86
0.005 7.21𝑒 − 13 3.98 6.96𝑒 − 13 3.85 7.10𝑒 − 13 3.88
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图 6–5 不同参数下消耗的 CPU时间

的误差, 但最大指数为 ∼ 103, 这大大降低了 Runge-Kutta方法的收敛精度. 在这一精度水平
上, VPMR算法的指数项数更少, 并且由于带宽可控, 因此 Runge-Kutta方法会具有更好的性
能. 我们注意到, 如果引入更好的技术, 诸如 Ewald分裂技术[88], 并通过 SOE延拓近似光滑
部分, 卷积积分的计算将得到大幅改进.

6.4 卷积积分方程
本节将会计算如公式(4–1)的时间卷积积分方程. 首先考虑核函数非奇异的算例. 取核函

数为高斯函数, 即

𝑔(𝑡) + √𝜋
2𝑒 [𝑓1(𝑡) + 𝑓2(𝑡)] − cos(𝑡) = ∫

𝑡

0
𝑒− (𝑡−𝜏)2

4 𝑔(𝜏)𝑑𝜏, (6–13)

其中
𝑓1(𝑡) = [erf(

1
2(𝑡 − 2𝑖)) + erf(

1
2(𝑡 + 2𝑖))] cos(𝑡), (6–14)

𝑓2(𝑡) = [−erfi(1 − 𝑖𝑡
2 ) − erfi(1 + 𝑖𝑡

2 ) + 2erfi(1)] sin(𝑡), (6–15)

这里 erf(⋅)与 erfi(⋅)分别表示误差函数与误差函数的虚部. 卷积方程(6–13)具有真实解 𝑔(𝑡) =
cos 𝑡. 算例中所采用的 Runge-Kutta方法仍为四阶 Lobatto IIIC方法. SOE的参数为 𝜀 = 8.1𝑒 −
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表 6–4 不同时间 𝑡与不同 𝛼下计算公式(6–10)的误差与收敛阶

𝛼 步长 ℎ 𝑡 = 1 阶数 𝑡 = 4 阶数 𝑡 = 8 阶数

0.1

0.25 4.11𝑒 − 5 - 4.11𝑒 − 5 - 7.97𝑒 − 5 -
0.1 4.61𝑒 − 6 3.64 1.73𝑒 − 6 3.45 3.04𝑒 − 6 3.57

0.0625 7.80𝑒 − 7 3.69 3.10𝑒 − 7 3.52 5.29𝑒 − 7 3.62
0.05 3.32𝑒 − 7 3.71 1.35𝑒 − 7 3.55 2.28𝑒 − 7 3.64
0.025 2.25𝑒 − 8 3.76 9.62𝑒 − 9 3.63 1.58𝑒 − 8 3.70

0.5

0.25 4.22𝑒 − 5 - 1.02𝑒 − 5 - 2.41𝑒 − 5 -
0.1 1.40𝑒 − 6 3.72 3.95𝑒 − 7 3.55 8.26𝑒 − 7 3.68

0.0625 2.31𝑒 − 7 3.76 6.85𝑒 − 8 3.61 1.39𝑒 − 7 3.72
0.05 9.75𝑒 − 8 3.77 2.94𝑒 − 8 3.63 5.92𝑒 − 8 3.73
0.025 6.55𝑒 − 9 3.81 2.40𝑒 − 9 3.63 4.34𝑒 − 9 3.74

0.9

0.25 5.54𝑒 − 6 - 1.55𝑒 − 6 - 3.74𝑒 − 6 -
0.1 1.69𝑒 − 7 3.81 4.82𝑒 − 8 3.78 1.09𝑒 − 7 3.86

0.0625 2.72𝑒 − 8 3.84 7.49𝑒 − 9 3.84 1.58𝑒 − 8 3.94
0.05 1.14𝑒 − 8 3.84 2.94𝑒 − 9 3.89 5.41𝑒 − 9 4.06
0.025 8.88𝑒 − 10 3.80 1.96𝑒 − 10 3.90 1.47𝑒 − 9 3.41

14, 𝑛𝑐 /(2𝑛 − 1) = 1/8与 𝑃 = 20. 实验结果如表格6–5所示. 从实验结果来看, 误差阶为 4阶,
与我们的理论推导高度一致. 且最终误差数量级很小, 反映了该算法的高精度.

表 6–5 对于不同时间 𝑡求解公式(6–13)所产生的绝对误差与收敛阶

步长 ℎ 𝑡 = 1 阶数 𝑡 = 4 阶数 𝑡 = 8 阶数

0.1 3.25𝑒 − 6 - 1.47𝑒 − 5 − 1.71𝑒 − 4 −
0.05 2.17𝑒 − 7 3.91 9.50𝑒 − 7 3.95 1.12𝑒 − 5 3.94

0.025 1.41𝑒 − 8 3.92 6.16𝑒 − 8 3.95 7.27𝑒 − 7 3.94
0.01 3.73𝑒 − 10 3.94 1.62𝑒 − 9 3.96 1.92𝑒 − 8 3.95

0.005 2.35𝑒 − 11 3.95 1.02𝑒 − 10 3.96 1.21𝑒 − 9 3.96
0.0025 1.71𝑒 − 12 3.92 6.86𝑒 − 12 3.95 8.27𝑒 − 11 3.94

再考虑奇异核函数的情形. 考虑具有奇异核的 Abel方程

3𝑔(𝑡) + 𝐻(𝑡) = ∫
𝑡

0
(𝑡 − 𝜏)−𝛼𝑔(𝜏)𝑑𝜏, (6–16)

其中取合适的𝐻(𝑡)使得待解函数 𝑔(𝜏) = cos 𝜏, 从而原 Abel方程有真实解余弦函数. SOE所
采用的的参数为 𝜀 = 1.4𝑒 − 8, 𝑛𝑐 /(2𝑛 − 1) = 0.2和 𝑃 = 600. 算例中取 𝛼 = 0.5. 运算结果如表
格6–6所示. 同样地, 误差收敛阶为 4, 与理论计算相同.
最后一类方程考虑非线性 Volterra积分方程. 同样地也分为核函数非奇异情况和奇异情

况第一种情况出现在具有抑制后反弹的神经网络的分析中[89], 形式为

𝑢(𝑡) = 1 + ∫
𝑡

0
(𝑡 − 𝜏)3(4 − 𝑡 + 𝜏)𝑒−𝑡+𝜏 𝑢4(𝜏)

1 + 2𝑢2(𝜏) + 2𝑢4(𝜏)
𝑑𝜏. (6–17)
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表 6–6 对于不同时间 𝑡求解公式(6–16)所产生的绝对误差与收敛阶

步长 ℎ 𝑡 = 2 阶数 𝑡 = 6 阶数 𝑡 = 10 阶数

0.025 2.60𝑒 − 8 - 9.80𝑒 − 6 − 3.95𝑒 − 7 −
0.01 1.13𝑒 − 8 3.74 4.25𝑒 − 8 3.74 1.71𝑒 − 7 3.74

0.00625 1.47𝑒 − 9 4.14 5.20𝑒 − 9 4.24 1.97𝑒 − 8 4.33
0.005 5.30𝑒 − 10 4.25 1.90𝑒 − 9 4.30 6.80𝑒 − 9 4.33

方程(6–17)在 𝑡 = 10的精确解为 𝑢(10) = 1.25995582337[89]. 我们用 VPMR算法计算 𝑡 = 10
的数值解. 插值阶数取 4阶, SOE的参数为 𝜀 = 10−12, 𝑛𝑐 /(2𝑛 − 1) = 2.25和 𝑃 = 170. 牛顿迭
代法所产生的误差控制在 10−12 以内. 表格6–7展示了绝对误差, 收敛阶以及相应的 CPU时
间. 同理论分析, 数值算例显示了该算法的四阶收敛性. 由于牛顿迭代法在不同时间步有不
同的复杂程度, CPU时间近似于线性增长, 这表现出非常优良的性能.

表 6–7 求解 Volterra方程(6–17)的绝对误差, 收
敛阶以及相应的 CPU时间

步长 ℎ 误差 阶数 CPU时间
1.25 5.76𝑒 − 2 − 1.0𝑒 − 4

1 2.65𝑒 − 2 3.48 1.2𝑒 − 4
0.625 3.91𝑒 − 3 3.88 1.8𝑒 − 4
0.5 1.44𝑒 − 3 4.02 2.7𝑒 − 4

0.25 4.64𝑒 − 5 4.43 4.7𝑒 − 4
0.0625 2.48𝑒 − 7 4.12 1.3𝑒 − 3
0.05 1.43𝑒 − 7 4.01 1.8𝑒 − 3
0.01 1.90𝑒 − 10 4.05 7.4𝑒 − 3

第二种非线性 Volterra 方程的算例是有一个奇异的核函数, 通常产生于超流体的理论
中[65]. 方程为

𝑢(𝑡) = − ∫
𝑡

0

(𝑢(𝜏) − sin 𝜏)3

√𝜋(𝑡 − 𝜏)
𝑑𝜏. (6–18)

在计算过程中, 采用参数 𝑡0 = 0.05, 𝜀 = 1.40𝑒 − 8, 𝑛𝑐 /(2𝑛 − 1) = 0.4和 𝑃 = 640, 插值阶数取
4阶. 真实解用步长为 ℎ = 0.0001时的数值解代替. 牛顿迭代法产生的误差控制在 10−10 以
内. 表格6–8给出了数值结果, 可见其收敛阶仍然控制在 4阶, 表现出较好的数值精度.

6.5 多重快速高斯变换
本算例探究 VPMR算法对于 FGT算法的作用. 首先考虑精度算例. 测试势函数为不同

参数下的各向同Matérn核函数. 探究在多重快速高斯变换中, 最大相对误差与 SOG展开项
数之间的关系. 其中最大相对误差定义为

𝜖∞ ∶=
max

𝑖=1,⋯,𝑁
|𝛷𝑛(𝑥𝑖) − 𝛷(𝑥𝑖)|

max
𝑖=1,⋯,𝑁

|𝛷(𝑥𝑖)|
(6–19)
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表 6–8 求解 Volterra方程(6–18)的绝对误差与收敛阶

步长 ℎ 𝑡 = 2 阶数 𝑡 = 6 阶数 𝑡 = 10 阶数

0.025 3.33𝑒 − 8 - 1.31𝑒 − 7 − 7.39𝑒 − 8 −
0.0125 2.00𝑒 − 9 4.06 8.39𝑒 − 9 3.97 4.14𝑒 − 9 4.16
0.01 8.78𝑒 − 10 3.97 3.63𝑒 − 9 3.92 1.74𝑒 − 9 4.09

0.00625 1.84𝑒 − 10 3.75 6.75𝑒 − 10 3.80 1.72𝑒 − 10 4.37
0.005 1.33𝑒 − 10 3.43 4.34𝑒 − 10 3.55 1.04𝑒 − 10 4.08

其中 𝑁 代表目标点数和源点数. 不失一般性, 在二维单位正方形中随机生成目标点与源点.
如图6–6所示, 我们测试了 𝜈 = 1.0与 1.5最小带宽为 1与 4的情况. 蓝色, 红色, 黄色和紫
色线则表示了一共四种不同的参数设计. 由于其最小带宽不同, 其相应网格分割为 4 × 4与
3 × 3, 分别对应最小带宽为 1与 4.可以看到, 无论哪一种参数, 误差收敛速度均非常迅速,
在项数不到 100项的时候, 已经可以保证最大相对误差不大于 10−5, 某些参数甚至可以达到
10−7. 并且其网格分割较为稀疏. 这一算例可以充分体现出多重快速高斯变换所具备的高精
度, 带宽可控, 收敛速度快等优良特点.
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图 6–6 多重 FGT中 SOG项数与误差之间的关系

再考虑 CPU时间算例. 选定 2维的单位正方形作为全空间, 测试势函数为不同参数下
的各向异 Matérn核函数, 网格分割保证每一个目标点的势相对误差不大于 10−5. 设定目标
点数与源点数始终相等为 𝑁 , 且两种点均服从均匀分布. 简便起见, 设每个源的电荷量均为
1.时间测试采用多次测试的平均结果. 如图6–7给出了点数 𝑁 与 CPU时间的关系. 子图 A
和 B分别测试了 𝜈 = 1.0与 1.5的情况. 红色线代表各向同性, 而黄色线代表强各向异性的
情况, 即 x方向与 y方向对势的贡献不同. 可见在点数达到一定数量时, 多重 FGT算法保持
了非常好的线性时间复杂度. 并且多重 FGT算法的时间曲线与直接计算曲线交点的横坐标
(Breakeven点)很小, 不到 100.这代表着该算法在很小的体系就可以代替直接计算以节约运
算时间, 可见 VPMR算法与 FGT算法共同作用效果良好.
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图 6–7 点数与 CPU时间的关系

综上所述的所有算例, 我们首先证明了 VPMR算法对于 SOG估计和 SOE估计的高精
度效应, 后从精度和运算复杂度两个方面证明了 VPMR算法得到的 SOG或 SOE在其它成
熟算法如 Runge-Kutta方法, FGT算法等较优秀的耦合性质. 通过把问题改写为若干个高斯
函数或指数函数的问题, 大幅简化了原有问题, 提高了相应精度并降低了运算复杂度. 并且
VPMR算法自身的高精度与带宽可控的优良性质也使得其耦合适配性很强. 除此之外, SOG
和 SOE所代表的高并行适配性也使得其在耦合过程中可以设计高效率的并行方式, 大大提
高了算法的运行效率. 这所有结果都体现出原创的 VPMR算法在 SOG和 SOE估计方面有
着极其优秀的效果.
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全文总结

本文研发了一种可以做到高精度 SOG/SOE估计的算法, 并命名为 VPMR算法. 该算法
首先利用 VP和得到基础的 SOG/SOE, 之后应用MR技术进行约简, 得到项数减少系数降低
的结果. 通过与历史上的 SOG/SOE方法进行比较, 可以发现 VPMR算法在精度, 收敛速度,
核独立特点以及带宽控制上都有明显的优越性. VPMR算法中最大带宽的可控性保证了该算
法的效率. 并且该算法对并行化很友好, 以后可以开发相应的并行化算法来对展开过程予以
加速.
利用 VPMR 算法得到的高度 SOG/SOE 估计有许多用途, 文中介绍了它在时间卷积积

分, 时间卷积积分方程上面的应用, 并给出了详细的算例予以佐证. 不同的数值结果表明了
它的效率、精度和普遍性, 证明了在许多问题中潜在应用的吸引力. 由于奇异函数的特殊
性, 我们无法在奇点处对奇异目标函数进行 SOG/SOE展开. 于是采用奇点平移截断来消除
奇点带来的影响, 这种截断可以把目标函数分为奇异与非奇异两部分. 非奇异部分正常使用
VPMR算法而奇异部分采用多项式插值来计算. 由于截断点距离奇异点较近, 即使采用多项
式插值其运算消耗也可以在一个可接受范围内. 并且这种耦合可以使得数值格式可以以一
种递推形式表达出来, 不仅降低了运算复杂度, 更缩小了所需的数据存储空间. 在卷积积分
计算与线性卷积积分方程的求解中, 由于递推格式可以完全消去前一时间步上数值解的误
差, 因而还可以保证误差不会随着时间推移而积累.

VPMR算法的一个重要作用是可以与其它算法相耦合, 例如快速高斯变换. VPMR算法
的出现使得 FGT算法突破了势函数原有的仅可以为高斯函数的限制, 从而可以以线性复杂
度解决一般核函数的问题. 并且 VPMR算法结果的带宽可控, 又解决了 FGT算法所面对的
误差与带宽高度关联的问题. 尽管这种耦合目前无法解决 FGT算法自身所具备的例如无法
处理高维问题, 网格利用率可能过低的问题, 但是可以将 VPMR算法与其它改进过的 FGT
算法, 如 IFGT, 树结构 FGT等线性算法相耦合. 从而达到既拓宽了原算法的适用范围, 又保
证了其原有的优点.
采用 VPMR 算法耦合的耦合算法的误差往往由两部分构成, 一是 VPMR 算法产生

SOG(SOE) 逼近所导致的误差, 二是原算法的误差. 在数值实验中发现, 前者的误差只有
在步长极小等情况才会成为总误差的主要作用. 因而 VPMR算法的高精度保证了其可以在
与其它算法耦合时不会引起误差干扰. 至于运算复杂度方面, 由于 VPMR算法在产生 SOG/-
SOE展开是可以认为是预计算过程, 不统计其计算消耗, 耦合算法的复杂度往往是 𝑃 个独
立原算法的运算复杂度之和, 其中 𝑃 为 SOG(SOE)的项数. 由于项数的数量级远低于原算法
运算复杂度的数量级, 可以认为 VPMR算法的耦合不会引起复杂度的变化. 又因为这种耦
合往往导致需要进行 𝑃 次原算法的计算, 采用并行优化可以大幅提高耦合效率. 从而论证了
VPMR算法具有并行程度优秀的特点.
至于 VPMR算法进一步的研究, 一是可以从 SOG/SOE的实际用途入手, 探究 VPMR算

法与其它成熟算法的耦合, 并与原有经典算法进行比较, 凸显该算法的优越性. 二是可以从
并行优化入手, 减少算法运算时间, 充分利用计算资源. 三是可以往深层次探究 VP和的更
优形式构造与MR技术的优化. 这些都将会是 VPMR算法提升的空间.
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A FAST SUM-OF-GAUSSIAN METHOD

Approximation of interacting kernels by sum of Gaussians (SOG) is frequently required in
many applications of scientific and engineering computing in order to construct efficient algorithms
for kernel summation or convolution problems. In this paper, we propose a kernel-independent SOG
method by introducing the de la Vallée-Poussin sum and Chebyshev polynomials, which is called
VPMR. The SOGworks for general interacting kernels and the lower bound of Gaussian bandwidths
is tunable and thus the Gaussians can be easily summed by fast Gaussian algorithms. The number of
Gaussians can be further reduced via the model reduction based on the balanced truncation based on
the square root method. Numerical results on the accuracy and model reduction efficiency show at-
tractive performance of the proposed method. Compared with the historical method, VPMR has the
advantages of faster convergence speed and higher convergence precision. Both numerical experi-
ments and theoretical results verify the advantages of this method. It cleverly solves the bandwidth
problem which is difficult to deal with in SOG estimation process, and gives a scheme in analytic
form. This is undoubtedly a breakthrough that has not been made in the historical method.

In order to promote this efficient original algorithm, we implemented VPMR on Matlab. Since
the VPMR approach requires high-precision matrix manipulation, we employ theMultiple Precision
Toolbox in order to implement the algorithm. These packages are used in both steps of the VP-sum
and the model-reduction procedures. The computer code of the VPMR approach is released as open
source, which is available at https://github.com/ZXGao97. The visual code of VPMRmakes it more
convenient for users to apply the algorithm.

In addition to generating SOG, VPMR can also generate sum of exponentials(SOE) with the
same high precision. One of important applications of the SOE is to quickly approximate convolution
quadrature. We consider the approximation of convolution quadrature between a given kernel 𝑓(𝑡)
and smooth function 𝑔(𝑡) as follows,

𝑦(𝑡) = 𝑓 ∗ 𝑔 = ∫
𝑡

0
𝑓(𝑡 − 𝜏)𝑔(𝜏)𝑑𝜏. (6–20)

If the kernel function is non-singular, then VPMR can be used to get the SOE of the kernel function,
so that the convolution quadrature problem can be decomposed into several ordinary differential
equations to solve, and numerical solvers such as Runge-Kutta method can be used. If the kernel
function is singular, we employ the SOE expansion for the finite part of the splitting convolution
kernel such that the convolution quadrature can be solved as a system of ordinary differential equa-
tions due to the exponential kernels. The remaining part is explicitly approximated by employing the
generalized Taylor expansion. The significant features of our algorithm are that the SOE method
is efficient and accurate, and works for general kernels with controllable upperbound of positive
exponents. We provide numerical analysis for the SOE-based convolution quadrature. Numerical
results on different kernels, the convolution quadrature and integral equations demonstrate attrac-
tive performance of both accuracy and efficiency of the proposed method. The better precision and
lower complexity illustrate the advantages and feasibility of VPMR. This coupling method makes
it possible to quickly compute the convolution quadrature of some kernel functions which cannot
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obtain the analytic form of Laplace transform. In addition, its high efficiency and high precision in
the convolution quadrature equation shows that this method can also play an important role in the
mainstream research of convolution quadrature.

Another application of VPMR is in combination with the fast Gauss transform(FGT). As one
of the kernel-independent FGT based methods, the fast generalize Gauss transform which combines
both the Hermite and plane-wave versions FGT is proved to be efficient in solving the diffusion prob-
lems like the unsteady Stokes flow. This method which requires the values of the Fourier transform
of the kernel at the plane-wave discretization points focuses mostly on the acceleration of the trans-
lation operator (named S2W and W2L) and thus exchanges expansion cost for kernel-independent.
The accerlate performance is limited especially when the kernel isn’t a Gaussian type and both the
sources and the targets are not belong to a tensor-product grid. As the author argued in, the original
FGT is faster when the number of boxes is small (i.e., with a large bandwidth). Another meth-
ods reported in is worked when the kernel is radially symmetric and negative definite on all ℝ𝑑 .
Even leaving aside the difficulty to find such a Borel measure required in, unmanageable low band-
width thanks to the discretization of a [0, +∞) integral in conjunction with the generalised Gauss
quadrature rule will lead to costly translate consumption. We first construct an 𝑞-terms Gaussian
approximation of the kernel by Vall ́ee Poussin (VP) sums and variable substitution. All these terms
of Gaussian remain an excellent bandwidth and thus can be evaluated by the FGT or its modified
version within the small-scale boxes structure, we style it as the multipole fast Gauss transform. As
an significant advantage, the prefactor in front of 𝑂(𝑁 + 𝑀) is independent of 𝑞 (i.e., the increasing
of 𝑞 will only impact the precompute time), which allows us to compute the whole terms with just
one time of multipole FGT. Our numerical results compared with the previous tree code scheme
show dependable accuracy and attractive performance. Our algorithm can be easily extended to
solve high-dimensional problem by exchanging FGT to IFGT or other modified versions which aim
to eliminate the curse of dimensionality.

Both the theoretical analysis and the numerical examples and the comparison with the historical
methods show that the VPMR has the advantages of high precision, fast convergence, good coupling
property and controllable bandwidth. This original algorithm, VPMR, fills a historical gap in this
aspect of the problem. This breakthrough makes many excellent algorithms which are limited to
exponential or Gaussian functions can be applied to general functions, thus greatly promoting the
development of solving the corresponding problems of these algorithms.

As for the further research of VPMR, the first one is to start from the practical use of SOG/SOE,
to explore the coupling of VPMR and other mature algorithms, and compare with the original classi-
cal algorithm, highlighting the superiority of VPMR. Second, we can start with parallel optimization
to reduce the time of algorithm operation and make full use of computing resources. Thirdly, we
can further explore the better form structure of VP sum and the optimization of Model Reduction.
These extended studies will improve all aspects of the VPMR, making it more competitive in related
problems and more adaptable in coupling problems.
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