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针对超燃高效混合喷注设计的 RMI普适相似定律研究

摘 要

本文主要基于超燃冲压发动机燃烧室内激波诱导的油气混合增强的应用背景，研究

了激波与气体界面的相互作用不稳定性（RMI）问题。本文从理论分析以及数值模拟两方
面，对该问题进行了较为详细的研究。

在理论分析方面，我们研究了微尺度条件下涡量传输方程的适用性，并给出了其中粘

性项的原始表达式以及传统人们常用的简化形式。接着我们从理论上推导得到了 RMI问
题中环量沉积的解析式。现有的全部环量模型都是本文提出的环量模型的简化形式或是等

效变形，做到了环量模型方面的理论统一。更重要的是，本文给出了 RMI问题中环量沉
积来源中粘性项的具体大小。这是前人研究中所未能实现的。我们基于双速度理论给出了

计算环量沉积粘性项的 TNSF模型，并指出前人关于粘性影响的忽略以及认为其对环量沉
积产生消极影响是不正确的。我们还进一步将粘性项分解为了对环量沉积产生积极影响的

“粘性生成项”以及产生消极影响的“粘性耗散项”以研究粘性项的影响机制。理论推导

部分的所有内容都经过了数值模拟的详细验证，结果表明，我们得出的关于微尺度条件下

涡量传输方程粘性项的结论是真实的，我们推导得出的环量模型以及环量沉积粘性项解析

解也是准确可靠的。

在数值模拟部分，本文研究问题的特殊性决定了本文需要采用 DSMC的数值模拟方
法进行模拟。本文分析研究了在微尺度条件下 RMI问题的演化特征。主要是从流场特征、
涡量场特征、环量与涡拟能特征的角度进行的分析与研究，发现了在微尺度下，流动相似

定律失效的现象。基于对于涡量耗散与扩散的定性分析，我们进一步通过对该问题中涡量

场的 Gauss分布拟合，引入了新的定量化反映涡量扩散程度的参数 σ。通过对该参数的研

究，我们定量化地得出了尺度越小、涡量的扩散程度越强的重要结论。符合我们前面定性

研究中得到的结论。

关键词：激波诱导不稳定性，环量沉积，微尺度流动，涡量扩散与耗散
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A study on the unified similarity law of the Richtmyer-Meshkov
instability for shock induced mixing enhancement in scramjet

ABSTRACT

The Richtmyer-Meshkov instability for shock induced mixing enhancement in scramjet was
investigated theoretically and numerically.

In the aspect of theoretically investigation, we analysed the availability of the vorticity transport
equation under micro-scale. The viscous source and its simplification was studied theoretically.
Additionally, we provided a new model for the prediction of the circulation deposition. The previous
models are either simplifications or transformations of our new model.

More importantly, the significant contribution of viscous source to the total circulation rate
is investigated. A new model for the prediction of the magnitude of viscous source is derived
theoretically based on the basic conservation equations across a single shock wave and the two-
velocity modification of the classical Navier-Stokes-Fourier equation set. In spite of the ignoring
of the viscous source in many previous studies, the present investigation shows that the viscous
source have significant contribution to the circulation deposition. We further divided it into the
viscous generation term and the viscous dissipation term to reveal the actual effects of the viscous
source in circulation deposition.

All the theoretical investigations are validated and verified by numerical simulations, which
illustrated the validity, availability and accuracy of them.

As for the numerical simulation part, the direct simulation Monte Carlo (DSMC) method was
employed. The Richtmyer-Meshkov instability in micro-scale was numerically simulated and in-
vestigated comprehensively. We mainly focus on the evolution of the flow configuration, vorticity
field, circulation and enstrophy in different scales. The break down of the similarity in small scale
is noticed and studied. Based on the qualitatively view of the dissipation and diffusion of the vor-
ticity, we further utilized the Gauss distribution to fit the vorticity distribution in our problem. The
introduction of a new parameter σ enables us to study the vorticity diffusion quantitatively. We
found that the change in scale will not change the magnitude of dissipation significantly, but will
affect the magnitude of diffusion remarkably.

KEY WORDS: the Richtmyer-Meshkov instability, circulation deposition, micro-
scale flow, vorticity diffusion and dissipation
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第一章 绪论

1.1 研究意义

若空间中存在两种密度不同的流体，在两种流体交界的位置会存在一个一定形状的界

面。若此时对其施加一个持续的加速度，如重力，那么该气体界面上会发生一系列不稳定

性演化过程，在一些情况下，会发生湍流化发展。该不稳定性问题被称为 Rayleigh–Taylor
不稳定性（RTI），分别以两位该问题上的先驱研究者 Rayleigh[1] 和 Taylor[2] 命名。

若上述 RTI问题中，加速度并非连续的加速度，而为一个脉冲加速度，比如当激波
扫过该气体界面时，该不稳定性问题被称为 Richtmyer–Meshkov不稳定性，如图1–1所示。
在历史上，Richtmyer首先在理论上引入并研究了激波诱导的气体界面不稳定性[3]，他基

于脉冲加速的 Rayleigh-Taylor不稳定性模拟了冲击驱动的界面不稳定性。通过激波管实
验，Meshkov首先验证了 Richtmyer的理论预测，并获得了与理论令人满意的一致性实验
结果[4]。

图 1–1 Richtmyer–Meshkov不稳定性示意图

对 RMI问题的详细研究与更加深入的理解有着十分重要的意义与价值，同时也有着
广泛的应用背景。

首先，RMI问题广泛存在于自然界之中，因此对它的研究有助于我们更加深入地认
识这些自然现象，甚至加以利用。比如在激波与磁气圈相互作用[5, 6] 以及超新星爆发的过

程[7, 8] 中存在着 RMI问题。

RMI问题在工程界的应用背景十分广泛。RMI问题的不稳定性机理可以被用于促进
超声速流动的混合[9–11]。RMI问题还存在于激波与预混火焰相互作用[12, 13]、激波与非预混

化学反应流动相互作用[14, 15]、流体微尺度动力学下的激光与材料相互作用[16, 17] 之中。近

些年，在“固 -液”、“固 -固”介质中的 RMI问题也得到了十分广泛的关注[18, 19]。另外，

在球形 TNT爆炸的过程中也存在着 RMI问题。Brode首先进行了该问题中一维层流情况
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下的计算[20]，但研究表明在三维情况下，其会湍流化发展[21]。RMI问题在惯性约束聚变
(ICF)[22] 中也有着十分广泛的应用背景。

关于 RMI问题应用背景的详细介绍可以参考综述类文献[23–26]，本文不做过多的发散

性展开赘述。下面我们主要介绍本文研究的问题所关注的学术意义（与湍流问题的关系）

以及工程应用背景（超燃冲压发动机）。

1.1.1 学术意义

本研究主要的学术意义即在于有助于人们更加深入地理解湍流问题。本小节主要阐述

RMI问题与湍流问题的关系。

湍流问题作为公认的经典力学范畴内的最后一个未解之谜，一直以来都是学术界关注

的重点。著名物理学先驱海森堡曾经说过：“如果我见到上帝，我要问他两个问题。一个

是相对论是为什么，一个是湍流是为什么。我相信他只能回答第一个问题。”这足以证明

湍流问题研究中的困难与挑战。

湍流问题研究至今，无数专家学者都提出过里程碑式的理论。其中最为著名的即为

Kolmogorov于 1941年提出的经典湍流理论[27, 28]，在湍流研究界被简称为 K41。该理论主
要是基于两个当时学术界公认的假设，分别为：能量耗散率与粘性无关假设以及湍流在不

同尺度下的分离，湍流是均匀、各向同性且稳定的假设。

但随着实验手段、数值模拟方法以及理论分析上的一系列重要突破与进步，上述经典

湍流理论频频遭到质疑，也被发现与实验结果有许多矛盾。关于湍流的研究暴露出越来越

多的难点与问题。这主要包括下面几点。

1. 湍流对初始条件是否具有记忆性。

2. 湍流内在的混合增强机制到底是怎样的。

3. 密度差异对湍流演化的影响。

4. 流体的可压缩性对湍流的影响。

5. 湍流各向同性假设的正确性与适用性

6. 激波与湍流相互作用问题。

要想能够在这些难点问题中取得突破，合适的载体问题以及研究手段至关重要。而

RMI问题就恰恰就是研究湍流的一个很好的载体。首先 RMI流动问题在演化后期本身就
存在着湍流化发展的趋势，如图1–2所示[29]。

更为重要的是，在 RMI问题中，存在着与上述湍流问题研究难点一一对应的研究重
点，如下：

1. 在 RMI问题中，也存在着对初始条件的记忆性问题。许多研究都着眼于 RMI问题
中，流场中后期的演化是否对初始条件存在记忆性问题[24, 30] 以及初始条件是否会决定流

场最终的全湍流化发展问题[31]。
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图 1–2 RMI后期的湍流化发展

2. 在 RMI问题中，有关于混合度与混合质量的研究也十分广泛，比如有关于演化后
期混合度与混合质量的收敛研究[32] 以及有关于可压缩与不可压缩算法在 RMI演化后期对
混合过程的影响[33] 等。这些研究都对于湍流混合增强机制的理解有着重要作用。

3. 在 RMI 问题中，关于界面两侧密度差异的影响研究众多，其主要是反映于
At = (ρ2 − ρ1)/(ρ2 + ρ1)之中。研究表明，At数的差异会影响某一特定 RMI问题的初始
增长指数[34]、演化过程[32] 以及混合情况[35]。这些研究都能够对应于湍流问题关于密度差

异影响的研究之中。

4. 作为反映流体可压缩性的重要无量纲数，入射激波马赫数的影响在 RMI问题中也
是研究与关注的重点。Weber等人指出入射激波马赫数越高，流体的可压缩性越强，从而
导致 RMI问题中的混合层越薄[36]。这对于可压缩湍流问题的研究有着重要的指导意义。

5. 由于 RMI问题是一道运动的激波扫过气体界面从而诱导出的一系列不稳定性问题，
激波作为一个流体中十分强烈的梯度，其带来的各向异性必将影响后续的演化过程甚至是

湍流化发展。因此利用 RMI问题来研究湍流的各向同性假设是十分合适的。关于这方面
的研究有很多，甚至存在着矛盾性的结论。比如 Lombardini等人[37] 的研究指出 RMI问题
末期的演化接近各向同性，然而 Thornber等人[32] 与 Oggian等人[33] 的研究表明其演化末
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期流体中仍然保持各向异性。

6. 在 RMI问题中，若激波在扫过气体界面之后，经过壁面的反射又再次扫过演化之
后的混合层，该问题被称为 RMI的 reshock问题。该问题即涉及到激波与湍流的相互作
用。研究指出[38, 39]，激波多次经过混合层，相当于给混合层注入了新的能量并诱导出了更

小尺度下的涡量沉积。涡诱导的流动与涡本身的运动导致了 reshock的混合增强，从而导
致整个流场更快的湍流化发展。

综上，可以看出 RMI问题作为一个重要的流动问题，能够反映出湍流问题的一系列
困难与挑战，以 RMI问题作为载体研究湍流问题是十分合适的。

1.1.2 工程背景

一直以来，人类的飞天梦都朝着两个方向不断地努力着，即飞得更快与飞得更安全。

人类历史上第一次突破音障距今已有 70多年。即便如此，人类仍然没有停止对于更快的
空中运输方式的追求。稳定的长距离高超声速飞行器（Ma > 5）持续扮演着航空航天界

举足轻重的研究重点。除了结构强度、热防护系统、气动控制等方面的一系列难题之外，

高超声速飞行器的化学推进系统也是飞行器能够达到高超声速并持续稳定飞行的关键。

早期超声速飞行器（X-1，X-15）使用的火箭推进系统航程短、燃烧时间短，因此对
飞行器的使用范围产生了严重的制约。火箭推进系统最大的弊端在于需要携带大量氧化剂

用以燃烧，这相当于浪费了一大部分推力用于给氧化剂加速。因此吸气式高超声速飞行器

才给长距离民用高超声速飞行、长距离快速反应的防御系统以及高发射率低空运载轨道发

射系统提供了潜在可能，如图1–3所示[40]。

图 1–3 高超声速飞行器的应用场景示意图

在高超声速的范畴，经典的推进系统，如涡喷、涡扇发动机由于巨大的能量损失、热

负荷等问题便不再适用。对于高超声速飞行器来说，其唯一可用的发动机类型即为超燃冲
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压发动机。在超燃冲压发动机中，无需任何旋转部件，空气经过进气系统被自然压缩至高

温高压状态，随后与燃料经过混合在燃烧室内超声速燃烧，如图1–4所示[40]。但在如此高

速的流动条件下，混合与燃烧过程并不能很容易地在燃烧室的有效长度内高效进行。Ferri
在 1973年指出[41]，超燃冲压发动机普遍面临的燃烧不充分问题的本质是燃料燃烧速率与

发动机内流速率的不匹配导致的混合不充分问题。燃料通过一个独立的端口被射入燃烧

室，需要在分子层面上进行混合才能保证后续的燃烧过程有效进行，混合的好坏直接决定

了燃烧的优劣，从而直接决定了产生推力的大小。

图 1–4 超燃冲压发动机示意图

在超燃冲压发动机内部会形成一系列复杂的激波、膨胀波系统。燃料与氧化剂燃烧过

程在这样的系统中可能会得到促进，同样也可能会被抑制。上述过程被称为激波诱导的燃

烧过程[42]。Curran等人在 1997年指出[43]，超声速燃烧“流动组织”是燃料高效燃烧的基

础。唯有有效地利用超燃冲压发动你内部的波系结构与燃油、空气的相互作用，才能实现

燃油与氧化剂的充分、高效混合。这种混合增强可以发生于许多不同情况下，如图1–5所
示[40]。可以看到，不论是那种激波诱导的混合增强过程，其本质上都是激波与不同种类的

气体相互作用，即 RMI问题。因此 RMI问题与超燃冲压发动机燃烧室的混合增强问题关
系十分紧密，对 RMI问题的深入理解能够指导超燃冲压发动机燃油喷注系统的设计。

基于“在激波诱导的混合流动中，流体的接触面积越大、混合情况越好”的思想[44]，

人们常常会将一定体积的燃料通过微喷、雾化等过程分成一系列微流体单元。这样的单元

的特征尺度 (Sauter mean diameter, SMD)通常在微米量级[45]。这些微流体燃料单元与激波

相互作用，即为微尺度下的 RMI问题。然而对于微尺度下 RMI的流动问题，人们的认识
还不够深刻，不论是理论推导还是数值模拟方面的研究都比较匮乏。

本研究主要面向的工程应用背景即为超燃冲压发动机燃烧室的高效混合喷注设计。本

研究主要包括理论推导以及数值模拟，旨在给出 RMI问题中环量沉积的理论预测模型以
及其不同的来源，在微尺度条件下，研究分子层面上 RMI问题的演化与混合，从物理本
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图 1–5 多种激波诱导的混合增强示意图

质上得到一些有关于微尺度 RMI流动问题的结论，从而用以指导超燃冲压发动机燃烧室
的高效混合喷注设计。
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1.2 研究方法

本研究主要是进行理论推导与数值模拟方面的研究工作。有关于数值模拟方法，目前

主要有两大类，分别为基于守恒方程的数值模拟方法以及基于粒子运动的数值模拟方法。

二者的区别是显而易见的，如图1–6所示。图中红色与蓝色分别代表了两种不同的流体。
对于基于守恒方程的数值模拟方法来说，即便是把气体界面无限扩大，其也是数学上完全

平整的，两种气体完全由网格单元分割开来。而对于基于粒子运动的数值模拟方法来说，

由于其模拟的是粒子的运动与碰撞过程，因此若将界面处放大，在界面上存在着不同种类

的粒子的掺混与扩散。可以看出，基于粒子运动的数值模拟方法从物理上来讲是更加真实

的。

图 1–6 基于守恒方程与基于粒子运动的数值模拟方法对比

虽然目前绝大多数关于 RMI问题的研究都是采用基于守恒方程的数值模拟方法（NS
求解器），但该方法在许多问题中都存在着局限性甚至是失效问题。比如网格难以收敛问

题[46, 47]、激波内部结构求解不真实[48, 49]、多组分扩散问题求解不真实[50] 等。更为严重的

是，该方法排除了在自然界中普遍存在的随机扰动的影响。实验表明，即便是一个初始完

全平整没有人为扰动过的界面，若对其施加一个加速度，其仍然存在着不稳定演化，这对

于基于 NS方程的数值模拟方法是无法实现的。这样的随机扰动在微尺度条件下的影响十
分显著[51, 52]。

由于本文主要是着眼于微尺度下的 RMI问题，其涉及到激波结构的求解、多组分扩
散问题的求解、随机扰动的影响，因此采用从物理上更为真实的基于粒子运动的数值模拟

方法是十分有必要的。本文采用直接模拟蒙特卡洛（DSMC）方法进行数值模拟。有关于
该方法，本文将在第三章进行较为详细的介绍。
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1.3 研究现状

有关于 RMI问题的研究有许多不同的方面。基于涡量动力学，本文主要研究的重点
是 RMI问题中的环量沉积过程以及微尺度下的 RMI问题，因此以下研究现状回顾也主要
是从这两个方面进行介绍。

研究 RMI问题的关键方法之一是基于涡量的研究方法，它是由 Hawley和 Zabusky首
先引入的[53]。进行涡量分析可以得到激波诱导的气体界面不稳定的许多流动物理学上的重

大发现。当激波通过非均匀界面时，压力和密度梯度的存在导致涡量在界面上的沉积。正

如在涡量传输方程中所证明的那样，非零斜压项是涡量产生的主要来源。涡量沉积与演化

是流场中涡流的产生和进一步演变的主要原因。

在 RMI环量的沉积方面，主要有四种环量模型。分别为：“PB模型”[54, 55]，“Yang模
型”[56, 57]，“SZ模型”[58] 以及“1D模型”[59]。上述四种模型可以被分为两类。PB模型
与 Yang模型通过一些简化计算得到了环量沉积的斜压源项，并认为该项是环量沉积的唯
一来源，即忽略了粘性项。我们将它们称之为“斜压类”。而 SZ模型与 1D模型则直接利
用环量的定义式，对速度进行线积分来求得环量。我们将它们称之为“速度类”。在这四

种环量模型之中，应用最为广泛的是 SZ模型。其基于激波极曲线的分析方法，对激波与
界面相互作用点附近对速度进行直接的积分，从而得到了其环量模型。并将其推广到了任

意形状的界面以及其他密度比的界面[60, 61]。PB模型与 Yang模型主要针对的都是激波与气
泡相互作用（SBI）的问题，都是对环量沉积的斜压项进行建模，并通过一定的简化与数
学处理得到环量变化率的表达式。1D模型也是针对 SBI问题，但其可以很容易地推广到
其他形式的 RMI问题中。

不论是哪种环量模型，都只能给出环量变化率的表达式，并不能给出其具体来源以及

各项的大小。对于斜压类的环量模型来说，他们只考虑斜压项对环量沉积的影响而将粘性

项完全忽略掉是不科学的。本文在理论推导方面的研究就主要解决了这一问题。我们不仅

给出了一个新的环量模型，将上述四种环量模型做到了统一性的认识，还从理论上给出了

粘性项的大小，指出了粘性项在其中所发挥的作用。

另外，关于 RMI问题中的涡量沉积于演化，还有一些其他方面的研究。Kotelnikov等
人[62] 研究了 reshock的 RMI问题之中采用可压缩算法与不可压缩算法在涡量沉积与演化
方面的区别。发现二者的结果在激波二次作用前后的吻合较好，但在激波二次作用的过

程中的吻合很差。Gaozhu Peng等人[63] 研究了 RMI问题中的二次斜压涡量沉积的影响，
指出二次斜压涡量沉积严重影响界面中后期演化，并会提供向湍流发展的长期驱动力。

Hejazialhosseini等人[64] 从涡量动力学的角度研究了三维条件下的激波与气泡相互作用问

题。考虑了三个方面的涡量沉积与演化，分别是三维拉伸项、膨胀项以及斜压项，并给出

了该问题中环量变化的经验公式。

上述关于 RMI问题中涡量沉积与演化的研究，主要都是只考虑了斜压项在其中的影
响与作用，都没有考虑粘性在其中发挥的作用。这样忽略粘性项的假设是不科学的。王子
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昂等人[65] 研究了 SBI问题中，涡量沉积与演化中粘性项的影响与作用，指出了由于粘性
项导致的相似定律失效现象，并给出了反应粘性项与斜压项之比的无量纲数。但该研究仍

然是基于传统的 NS求解器进行的数值模拟研究，没有给出更小尺度下的一些普适结论。
同时对于粘性项的具体作用机制的认识也不够深刻。本文进一步在这一方面利用基于粒子

运动的数值模拟方法做了一系列深入的理论性研究以及数值模拟工作。

有关于微尺度条件下相关问题的研究回顾，我们并不局限于 RMI问题，而是包括了
RTI问题。因为二者都属于加速度作用下的界面不稳定性问题，具有很多的相似性。

Kadau等人[51]率先利用分子层面的数值模拟方法（MD与 DSMC）研究了微尺度下的
RTI问题。他们指出了随机扰动定性、定量地影响不稳定性中的复杂流动。通过与实验结
果的对比，他们发现传统的连续性方法与实验吻合很差，而基于分子运动的模拟与实验吻

合较好。另外，可以通过引入随机扰动使连续性方法的结果得到大大改善。Kadau等人[66]

还研究了微尺度下 RTI问题的相似定律，该研究所得出的结论主要为微尺度下的 DSMC
数值模拟结果符合大尺度下预测的相似定律。Gallis等人[67] 利用 DSMC方法研究了微尺
度下的 RMI问题。他们模拟了多种不同马赫数、At数下的 RMI问题，但该工作主要是
验证了 DSMC方法研究 RMI问题的可行性。所得到的微尺度下线性增长模型以及相似规
律都与大尺度下无异，并没有从分子层面上得到新的现象与结论。Gallis等人[52] 还利用

DSMC方法研究了微尺度下的 RTI问题。他们研究了四个不同方面的影响，分别为尺度、
加速度、At数以及初始水平界面。指出了扩散在微尺度下该问题中的重要影响。

上述微尺度下的相关问题研究都主要是验证大尺度下得到的经典理论的适用性，或是

验证分子层面的数值模拟方法在该问题中的适用性，并没有得到太多的开创性结论或是小

尺度下的新现象与新理论。本文主要是从涡量动力学的角度，对微尺度下的 RMI问题进
行了理论上的分析以及数值模拟方面的研究，得到了一些不同于大尺度下经典理论的结

论。
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1.4 研究思路与章节安排

本研究的研究思路如图1–7所示。本研究一共分为两大块，分别为理论推导以及数值
模拟。理论推导部分主要分为两个方面。第一个方面是有关于涡量传输方程的分析与推

导。具体关注其中的粘性项表达式，给出了其原始形式以及人们常用的简化形式，为后续

数值模拟部分在微尺度条件下的进一步验证打下基础。理论推导的第二个方面为 RMI问
题中环量沉积的研究。我们将问题转化为了单个激波的问题，并从理论上给出了 RMI问
题中环量沉积的解析式，并从理论上给出了其中粘性源项的具体大小。

在数值模拟方面，我们利用 DSMC的数值模拟方法，对微尺度下，不同尺度的 RMI
问题进行了数值模拟。首先我们分析了不同尺度的演化特征，主要包括流场演化、涡量场

演化以及环量和涡拟能演化。基于环量和涡拟能演化的规律，我们进一步定量化地研究了

微尺度 RMI问题中涡量的耗散与扩散规律。另一方面，我们利用数值模拟的结果对前面
的理论分析部分进行了一系列验证。我们分别验证了单个激波问题的理论推导解析式以及

微尺度下涡量传输方程粘性项的表达形式，以证明在理论分析部分得到的一系列模型与结

论的正确性与普适性。

图 1–7 研究思路图

本文的章节安排如下：第二章是理论分析部分，主要进行了一系列理论上的分析与推

导，研究了涡量传输方程中的粘性项及其简化形式并给出了 RMI问题中环量沉积和其中
粘性项具体大小的解析解。第三章简要介绍了本研究所使用的数值模拟方法，即 DSMC
数值模拟方法。第四章利用数值模拟研究了微尺度下的 RMI演化特征。第五章验证了第
二章中得出的一系列模型与结论的正确性与普适性。
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第二章 理论分析

2.1 涡量传输方程及其简化形式

对于忽略体积力的三维可压缩流体，其动量方程如下：

DV

Dt
= −1

ρ
∇p+

1

ρ
∇ · τ (2–1)

对于满足连续性假设的牛顿流体，其内部粘性应力张量 τ 的计算可以引入流体的本构

关系。因此，在忽略粘性系数 µ的空间变化率的情况下，上述动量方程可以转化为下面的

形式：
DV

Dt
= −1

ρ
∇p+ ν∇2V +

ν

3
∇(∇ · V ) (2–2)

对该方程两边同时求旋度，同时忽略流体内部动力学粘度 ν = µ/ρ的空间变化率，我

们可以得到无体积力的三维可压缩流体的涡量传输方程，如下：

Dω

Dt
= (ω · ∇)V − ω(∇ · V ) +

1

ρ2
(∇ρ×∇p) + ν∇2ω (2–3)

上式中，左边为涡量的当地点全导数，右边第一项为三维拉伸项，只有在三维流体中

才存在，对于本文所研究的二维问题，该项并不存在。右边第二项为膨胀项，在该项中，

∇ · V 反映了流体的压缩程度，因此该项只有在高度压缩的流体之中才会发挥作用。对于
本文所研究的问题，该项被忽略。右边第三项为斜压项，这是 RMI问题中涡量沉积的最
主要来源，由压力梯度和密度梯度方向的不一致性而产生。右边第四项为粘性项，这一项

主要的影响是涡量的粘性扩散以及耗散。事实上，传统关于 RMI问题的研究均为宏观层
面上的研究，这种情况下，粘性项的影响也可以忽略不计。但在我们所研究的微尺度条件

下，其影响变得显著起来，与斜压项具有可比性，必须要加以考虑。在后面的数值模拟部

分，我们进一步说明了粘性项在微尺度 RMI问题中所发挥的作用。

注意上述涡量传输方程为本问题中前人研究常用的涡量传输方程表达形式。其粘性项

的表达形式涉及到三个假设，分别是粘性系数的空间变化率的忽略、动力学粘度空间变化

率的忽略以及流体内部的本构关系。三个假设总结如下：
∇µ = 0

∇ν = 0

τij = µ(
∂ui

∂xi

+
∂uj

∂xj

) + δijλ(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

) , 3λ+ 2µ = 0

(2–4)

第 11页共 64页



上述假设在宏观尺度固然成立，但其在微尺度条件下的适用性仍然需要进一步验证。

因此这里我们推导得出不基于上面三个假设的涡量传输方程粘性项表达形式，如下：

(ω̇)vis =
∂

∂x

[
1

ρ

(
∂τxy
∂x

+
∂τyy
∂y

)]
− ∂

∂y

[
1

ρ

(
∂τxx
∂x

+
∂τxy
∂y

)]
(2–5)

上述涡量传输方程粘性项的表达是不基于任何假设的，因此可以认为是粘性项的真实

值，其在宏观尺度上的近似表达式如式2–3中的右边第四项。二者在微尺度下的偏差需要
进一步考虑与验证。

基于涡量传输方程，对方程两边分别进行面积分，我们可以得到环量变化率的表达

式，如下：

Γ̇ =
x

ω̇bardxdy +
x

ω̇visdxdy (2–6)

在上式中，ω̇bar 为涡量传输方程中的斜压项，而 ω̇vis为涡量传输方程中的粘性项。基于上

面关于粘性项的论述，需要考虑在微尺度条件下，粘性项的简化形式是否适用。这些都将

在数值模拟部分得到进一步验证。

2.2 RMI问题中的环量模型

对于 RMI问题，环量的沉积过程是一直以来人们研究的重点。众所周知，环量沉积
的强度严重影响到后续的流场演化过程以及不同组分流体的混合过程，这对于 RMI问题
研究的工程应用方面有着重要意义。因此在 RMI问题中对于环量沉积的建模与准确预测
十分重要。本节主要研究 RMI问题中的环量沉积，给出了一个新的环量模型用以准确预
测环量沉积的大小。

2.2.1 基本思想方法

基于流体的动量方程，即为式2–1，在某一个关心的区域边界上进行线积分，可以得
到环量变化率的表达式，如式2–7，其中，右边第一项为环量变化率的斜压项，第二项为
环量变化率的粘性项。

Γ̇ = −
∮
L

1

ρ
∇p · ds+

∮
L

1

ρ
∇ · τ · ds = Γ̇baro + Γ̇vis (2–7)

在 RMI问题中，环量沉积的主要过程就是激波扫过界面的过程。在这一过程中，流动
结构包含一系列激波或膨胀波。基于前人关于 RMI问题流动结构方面的研究[68–70]，RMI
问题中流场内部的波系结构主要取决于入射激波马赫数、界面两侧气体性质以及界面形

状。只要给定这些条件，即可在理论上确定出 RMI问题中的波系结构，并对式2–7中的积
分进行计算。图2–1为两种典型的 RMI问题示意图，作左图为激波与气体斜界面相互作用
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示意图，右边为激波与重气泡相互作用示意图。图中的虚线代表了我们所关心的区域边

界，即为环量计算的积分线。

图 2–1 典型的激波与气体界面或气泡相互作用问题示意图

从式2–7中可以看出，环量变化率主要依赖于压力以及粘性应力张量的梯度，而在
RMI问题中，各个流动量的梯度只有在激波内部才比较显著，其他没有激波的区域中流
动梯度都比较小，可以忽略。因此对于式2–7中的积分，我们可以只考虑每一个激波内部
的积分，即在图2–1中，只需要计算从 A−到 A+，从 B−到 B+以及从 C−到 C+的积分，

并把它们加起来即可。另外，在选取积分线的时候，可以使积分线在每一个激波的位置上

都平行于激波法向，如图2–1所示。这也是激波内部流动量的梯度方向，因此积分的结果
与跨过激波的积分线方向的选取无关。经过验证，上述简化可以得到令人满意的准确结

果。

因此，为了计算式2–7中的积分，首要问题即为计算单个激波内部的积分值大小，如
图2–2所示。为了简化问题，参考系建立于激波参考系上，x轴选取为垂直于激波的方向，

并使激波位于 x = 0的位置上。图2–2中的 0− 与 0+ 分别代表激波的左右边界。坐标系位

置与方向的选取并不会影响积分结果。在计算积分的一小块区域内，我们忽略会导致流动

量切向梯度的激波曲率。相对于激波来讲，来流来自于激波左边，反之则只需改变积分结

果的正负号即可。激波波前压力与密度分别为 pl，ρl 而波后压力和密度分别为 pr，ρr。

只要得到了跨过单个激波的积分值，再将整个 RMI问题中积分线上的每一个激波的
积分值全部加起来即可得到环量沉积的大小。因此式2–7可以表达为2–8的形式。其中下标
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图 2–2 单个激波问题示意图

i代表某一个激波，Ns代表积分边界上的激波总数。

Γ̇ = Γ̇baro + Γ̇vis =

Ns∑
i=1

Bs,i +

Ns∑
i=1

Vs,i

=

Ns∑
i=1

−
∫ 0+

0−

1

ρ

dp

dx
dx+

Ns∑
i=1

∫ 0+

0−

1

ρ

dτxx
dx

dx

(2–8)

式2–8中引入了单个激波的斜压积分与粘性积分的概念，分别用 Bs 和 Vs 来表示。关

于它们的计算是求解环量沉积大小以及粘性所发挥的作用的核心问题，我们称之为“单个

激波问题”。在下一小结，我们将解决这一问题。

2.2.2 单个激波问题

在上一小结我们阐述了 RMI环量沉积的问题核心即是求解单个激波内部的斜压积分
以及粘性积分。在这一小节，我们给出其解析解。

首先我们考虑正激波。由于本节考虑的是环量沉积的大小，因此无需对 Bs和 Vs进行

分别求解，只需要得出二者的加和即可。这里我们定义单个激波的“环量积分”的概念如

下：

Cs = Bs + Vs = −
∫ 0+

0−

1

ρ

dp

dx
dx+

∫ 0+

0−

1

ρ

dτxx
dx

dx =

∫ ρr

ρl

1

ρ

d (τxx − p)

dρ
dρ (2–9)

为了计算上述积分，我们需要得到激波内部 ρ与 (τxx − p)的关系。这里我们利用激波

内部的质量与动量守恒（式2–10，2–11）给出二者的关系。

ρu = ρlul (2–10)
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ρu2 + p− τxx = ρlu
2
l + pl (2–11)

将式2–10带入式2–11即可得到激波内部 ρ与 (τxx − p)的关系，如下：

τxx − p =
ρ2l u

2
l

ρ
− ρlu

2
l − pl (2–12)

因此，式2–9中的积分可以表达为如下形式：

Cs =
∫ ρr

ρl

1

ρ

d (τxx − p)

dρ
dρ =

∫ ρr

ρl

−ρ2l u
2
l

ρ3
dρ =

u2
l

2

(
1

f2
ρ

− 1

)
(2–13)

其中 fρ = ρr/ρl 为激波前后的密度比，其可以利用 Rankine-Hugoniot激波关系式得到：

fρ (γ,Ms) =
(γ + 1)M2

s

(γ − 1)M2
s + 2

(2–14)

而对于 u2
l，其可用激波马赫数以及波前声速来表达：

u2
l = γM2

s

pl
ρl

(2–15)

将式2–14与2–15带入2–13，我们便得到了单个激波环量积分的解析解，如式2–16所
示。这里 fΓ (γ,Ms)称为单个激波的环量函数。

Cs =
pl
ρl
fΓ (γ,Ms) (2–16)

其中，

fΓ (γ,Ms) =
2γ

(γ + 1)2

[
−γM2

s +
1

M2
s

+ γ − 1

]
(2–17)

可以看到，单个激波的斜压积分与粘性积分之和只依赖于激波马赫数以及比热比，而

并不依赖于粘性的相对大小。

上述关于正激波的推导可以很容易地推广到斜激波。在积分线与激波法向平行以及忽

略激波曲率的前提下，基于激波内部的 y方向动量守恒我们可以得到下述关系：

dv

dx
= 0 (2–18)

对于斜激波来说，激波内部的质量以及 x方向上的动量守恒方程与正激波形式相同，

因此在式2–17中，仅需要将激波马赫数Ms 替换为垂直于斜激波方向上的马赫数Ms,n 即

可。因此我们给出的单个激波环量积分的解析解对于斜激波来说也是同样适用的。得到了

单个激波的环量积分解析解，对于一个特定的 RMI问题，只需要将每一个激波上的环量
积分累加起来即可得到总的环量沉积解析解。
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进一步，我们来考虑上述环量模型与前人提出的不同环量模型的比较。在 RMI问题
中，前人提出的环量模型共有四种，分别为：“PB模型”[54, 55]，“Yang模型”[56, 57]，“SZ
模型”[58] 以及“1D模型”[59]。上述四种模型可以被分为两类。PB模型与 Yang模型通过
一些简化计算得到了环量沉积的斜压源项，并认为该项是环量沉积的唯一来源，即忽略了

粘性项。我们将它们称之为“斜压类”。而 SZ模型与 1D模型则直接利用环量的定义式，
对速度进行线积分来求得环量。我们将它们称之为“速度类”。

从本质上讲，斜压类的主要问题为忽略了环量沉积中粘性项的影响。本文后面的章节

对粘性项做了建模以及理论预测，指出了粘性项在这一问题中发挥的重要作用。在一些情

况下，其对环量沉积的贡献占比可以达到 10%以上。因此，斜压类的环量模型直接对粘
性项的忽略是不科学的，将带来较大的误差。

而为了求出环量沉积的斜压项大小，两个模型都做了不同的简化与假设。在 PB模型
中，将激波考虑为一个阶跃，假设跨过激波的压力与密度跳跃是同步的。这样就可以对斜

压项进行简单的积分求解。而在 Yang模型中，(1/ρ2)由于难以建模，因此被直接从积分

号内部提了出来，并选取合适的特征密度常量来代替。对于激波与气泡相互作用的问题，

两个特征密度分别带入的是波后密度以及气泡内外的平均密度。总之斜压类的环量模型可

以认为是本文环量模型在忽略粘性项的情况下的不同简化形式。

而速度类的环量模型是直接在积分边界上对速度进行线积分。积分边界被根据流场内

的激波结构分成几段，每一段都有各自的速度，速度的大小可以根据 Rankine-Hugoniot激
波关系式或经验公式得到。若考虑速度类的环量模型的物理意义，可以发现其与本为提出

的环量模型是等效的。二者都是直接基于流体的动量方程。本文环量模型只与马赫数与比

热比有关的事实也可以印证这一点。

综上：所有前人提出的环量模型可以大体分为两类。其中斜压类的环量模型是本文提

出的环量模型的简化形式，而速度类的环量模型是本文环量模型的变形，具有相同的物理

意义。但不论哪种环量模型，都无法给出环量沉积不同来源的相对贡献大小。本文的下一

小结将对这一问题进行详细的理论性研究。
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2.3 环量沉积过程中粘性项的贡献

在本节，我们对环量沉积的粘性项进行理论建模与求解，以揭示环量沉积过程中粘性

项所发挥的作用以及相对贡献的大小。我们这里仍然对单个激波问题进行研究，即求解单

个激波的粘性积分 Vs的大小。

2.3.1 基于 Navier-Stokes-Fourier方程组的模型

单个激波的粘性积分可以写成下面的形式。从中我们可以看出，只要得到了激波内部

的 ρ与 τxx的关系，粘性积分即可以求解得出。

Vs =

∫ 0+

0−

1

ρ

dτxx
dx

dx =

∫ ρr

ρl

1

ρ

dτxx
dρ

dρ (2–19)

为了给出 ρ与 τxx 的关系，我们在激波内部质量、动量守恒方程的基础之上，进一步

引入能量守恒方程，如下：

(E + p− τxx)u+ q = (El + pl)ul (2–20)

上式中 q为流体内部的热量传导，可以通过傅里叶导热定律给出：

q = −k
dT

dx
(2–21)

另外，理想气体状态方程可以被用于计算温度 T 与总能 E：

T =
p

Rρ
=

1

R

(
ρlu

2
l + pl
ρ

− ρ2l u
2
l

ρ2
+

τxx
ρ

)
(2–22)

E =
p

γ − 1
+

1

2
ρu2 (2–23)

经过一些代数推导，可以得到激波内部的温度梯度的表达式：

∂T

∂x
=

1

R

[
−(ρlu

2
l + pl)

ρ2
+

2ρ2l u
2
l

ρ3
− τxx

ρ2
+

1

ρ

dτxx
dρ

]
dρ

dx
(2–24)

而对于流体内的导热系数 k，利用流体内部普朗特数 Pr不变的假设，可以表达为 ρ与 τxx

的函数：

k =
cp
Pr

µ =
3cp
4Pr

τxx
(du/dx)

= − 3cp
4Pr

ρ2τxx
ρlul(dρ/dx)

(2–25)

进而我们引入无量纲参数：

ϕ =
τxx
pl

, ξ =
ρ

ρl
(2–26)
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将式2–21至2–26带入2–20就得到了下面的 ρ与 τxx的控制方程：

dϕ

dξ
=

ϕ

ξ
+ f1(ξ) +

f2(ξ)

ϕ
(2–27)

其中，
f1(ξ) =

(
γM2

s + 1
) 1
ξ
−
(
4Pr

3
+ 2γ

)
M2

s

1

ξ2

f2(ξ) =
4Pr

3
γM2

s

[(
γ − 1

2
M2

s + 1

)
1

ξ
−
(
γM2

s + 1
) 1

ξ2
+

γ + 1

2
M2

s

1

ξ3

] (2–28)

式2–27即为我们得到的激波内部 ρ与 τxx 的控制方程，因此可以用于给出单个激波粘

性积分的理论解。其是从经典的 Navier-Stokes-Fourier(NSF)方程组推导得出，因此这里我
们称之为“NSF模型”。

2.3.2 NSF模型的修正与改进

本质上，式2–27是从经典的 Navier-Stokes-Fourier(NSF)方程组推导得出。许多前人的
研究都指出，该方程组并不适用于求解激波内部结构[48, 49]。在一个强激波内部，各种物理

量的梯度过大，这导致流体内部的粘性应力张量 τ 以及热传导矢量 q偏离牛顿以及傅里叶

线性定律。我们也比较了不同马赫数的正激波内部 (ξ, ϕ)曲线的 DSMC数值模拟结果与基
于式2–27的理论解，发现在激波马赫数大于 2左右时，二者相去甚远，不可接受。

许多研究都对传统的 NSF方程组做了修正与改进[71]，以得到激波内部结构求解问题

中较为精确的解。因此本文也选取一种修正方法对之前提出的 NSF模型进行修正与改进。

虽然有很多研究所做出的 NSF方程组修正方法能够准确求解激波结构，或是更加接
近于物理真实，但它们可能都过于复杂，或是依赖于新引入的经验参数[72]。这并不符合本

文所要研究提出的模型的出发点。

因此，考虑到各种修正方法的计算准确性以及简便性,本文主要是基于“双速度理论”
对 NSF模型进行的修正与改进。双速度理论首先由 Brenner[73–75] 提出，并由 Greenshields
等人[76] 进行了在马赫数的宽域范围内的验证。

从原理上来讲，双速度理论指出，在流体内部密度梯度很大的区域存在着质量速度

um 与体积速度 uv 的较大偏差。因此在计算流体内部粘性应力张量的过程中，应使用 uv

而不是 um。二者的关系可以表达为下式：

uv = um + α
1

ρ
∇ρ (2–29)
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其中 α为体积扩散率，可以用体积扩散率系数 α∗以及动力学动力学粘度表示为：

α = α∗µ

ρ
(2–30)

因此，修正后的粘性应力张量可以表示为下面的形式，其中 τ̃xx 代表了未经修正的、原始

NSF方程中的粘性应力张量。

τxx = τ̃xx +
4

3
µ

d

dx

(
α

ρ

dρ

dx

)
(2–31)

其中，

τ̃xx =
4

3
µ
du

dx
= −4

3
µ
ρlul

ρ2
dρ

dx
(2–32)

将2–31与2–32合并，我们可以得到 ρ，τxx以及 τ̃xx的一个控制方程：

τxx = τ̃xx +
3α∗

4ρ2l u
2
l

ρ2τ̃xx
dτ̃xx
dρ

(2–33)

除此之外，双速度理论还指出，由于体积扩散流量的存在，能量守恒方程中也需要引入额

外的项。修正之后的能量守恒方程如下：

(E + p− τxx)u− k
dT

dx
− α

p

ρ

dρ

dx
= (El + pl)ul (2–34)

这里我们再一次引入无量纲量 η = τ̃xx/pl。将2–22至2–26以及2–30至2–33带入2–34，便可
以得到下面完整的 ρ，τxx以及 τ̃xx的控制方程组：

dη

dξ
=

4γM2
s

3α∗
1

ξ2

(
ϕ

η
− 1

)
dϕ

dξ
= f1(ξ)ϕ+ f2(ξ) + f3(ξ)

1

η
+ f4(ξ)

ϕ

η

(2–35)

其中，

f1(ξ) =

(
1− α∗ Pr

γ − 1

γ

)
1

ξ

f2(ξ) =

(
1− α∗ Pr

γ − 1

γ

)(
γM2

s + 1
) 1
ξ
− [2γ − α∗ Pr(γ − 1)]M2

s

1

ξ2

f3(ξ) =
4Pr

3
γM2

s

[(
γ − 1

2
M2

s + 1

)
1

ξ
−
(
γM2

s + 1
) 1

ξ2
+

γ + 1

2
M2

s

1

ξ3

]
f4(ξ) = −4Pr

3
M2

s

1

ξ2

(2–36)

上述即为基于原始的双速度理论得到的 ρ，τxx 控制方程组。可以看到，相比于前面

第 19页共 64页



的 NSF，模型，这一模型需要两个微分方程，更加复杂。更为严重的是，上述模型的鲁棒
性依赖于体积扩散率系数 α∗ 的选取。Greenshields等人[76] 指出，若采用原始双速度理论

α∗ = Pr−1 的选取方式，会在波前得到非物理解。他们进一步对该方法控制方程进行了稳

定性分析，并指出当 α∗ & 1.45时会出现非物理解。

基于稳定性分析，Greenshields等人[76] 指出上述非物理解的出现主要是由于动量方程

中额外引入的项所导致的，并非由于能量方程中所引入的额外项。另外，本文也研究了在

高马赫数激波求解过程中，利用2–11计算的动量守恒情况以及利用2–11计算的能量守恒情
况。发现对于一个在氩气中的马赫数为 10的激波，内部的动量守恒误差很小，在 3%左
右，而能量守恒的误差较大，在 13%以上。

上述事实表明，该方法的不稳定性由动量方程的修正所引起，但 NSF方程组求解激
波问题的不准确性却主要由能量方程的不准确所导致。因此我们决定仅利用双速度理论对

能量方程进行修正，而保持动量方程的原始形式不变，从而给出我们的 TNSF模型。

修正后的热传导 q的表达式如下，其中右边第二项即为双速度理论给出的额外的体积

扩散项：

q = −k
dT

dx
− α

p

ρ

dρ

dx
(2–37)

利用本构方程以及质量守恒方程，我们可以将体积扩散项用 ρ与 τxx来表达：

τxx =
4

3
µ
du

dx
= −4

3
ρlul

µ

ρ2
dρ

dx
(2–38)

− α
p

ρ

dρ

dx
= −α∗p

µ

ρ2
dρ

dx
=

3

4
α∗ pτxx

ρlul

(2–39)

因此，我们便得到了基于双速度理论改进的 ρ与 τxx 的控制方程，即 TNSF模型，如下，
其中关于体积扩散率系数 α∗ 的选取，我们采用 Brenner原始理论中的论述，即对于单一
组分的导热流体来说 α∗ = Pr−1。

dϕ

dξ
=

ϕ

γξ
+ f1(ξ) +

f2(ξ)

ϕ
(2–40)

其中，
f1(ξ) =

(
M2

s +
1

γ

)
1

ξ
−
(
4Pr

3
+ γ + 1

)
M2

s

1

ξ2

f2(ξ) =
4Pr

3
γM2

s

[(
γ − 1

2
M2

s + 1

)
1

ξ
−
(
γM2

s + 1
) 1

ξ2
+

γ + 1

2
M2

s

1

ξ3

] (2–41)

可以看到，相比于之前的 NSF模型，TNSF模型在复杂程度上并没有任何改变，也无
需引入新的参数。但其对于高马赫数激波内部结构求解的精确度却有了显著提高。这一点

将在后面的章节进行进一步的详细验证。
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不论是式2–27还是式2–40，其解析解都难以求出。Uribe等人[49] 指出，对于激波内部

结构的问题，目前还没有人得到能够用初等函数表达的解析解，也没有研究能够证明出其

不存在初等函数解析解。但有了 ρ与 τxx 的控制方程，我们便可以很容易地利用数值方法

对其进行求解。由于本研究的目标为得到环量沉积中的粘性项大小，核心即为求解单个

激波的粘性积分的大小，因此我们可以利用所得到的 ρ与 τxx 的关系积分得到 Vs 的大小，

如下：

Vs =
pl
ρl

∫ fρ

1

1

ξ

dϕ

dξ
dξ =

pl
ρl
fV (Pr, γ,Ms) (2–42)

上式中 fρ = ρr/ρl 为激波前后的密度比，fV (Pr, γ,Ms)被我们称之为“单个激波的粘性

项函数”。

上述关于正激波的理论推导仍然可以简单地推广到斜激波。对于一个斜激波，其存在

不变的 y方向速度 vl，因此在计算总能量时应该使用下面的表达式：

E =
p

γ − 1
+

1

2
ρ
(
u2 + v2l

)
(2–43)

但若将其带入式2–20，便会发现 ρlulv
2
l /2将出现于方程的左右两边，可以消去。因此，上

述模型对于斜激波仍然适用，仅需要将激波马赫数Ms 替换为垂直于斜激波方向上的马赫

数Ms,n即可。

不论是我们给出的单个激波的环量积分还是粘性积分，斜激波都具有和正激波相同的

表达式。这一点可以通过“斜激波可以通过选取合适的参考系转换为正激波”的事实来理

解。

2.3.3 粘性项的影响分析及其分解

前面一小节已经对单个激波的粘性积分做出了理论上的推导。本小节将对环量积分

中，粘性积分所发挥的具体作用做出定性的分析与研究。

通过数学上的变形，粘性积分可以表达为下面的形式：

Vs =

∫ ρr

ρl

1

ρ

dτxx
dρ

dρ =
τxx
ρ

∣∣∣∣ρr

ρl

+

∫ ρr

ρl

τxx
ρ2

dρ =

∫ ρr

ρl

τxx
ρ2

dρ (2–44)

容易看出，单个激波的粘性积分 Vs 与环量积分 Cs 具有相同的符号，即在环量沉积过程
中，粘性项将产生积极的影响。这与前人关于 RMI问题中粘性项的研究与论述是矛盾的。
前人的研究认为，在这一问题中粘性耗散会导致环量的下降，是对环量增长起阻碍作用

的[65]。之所以存在这样的矛盾，是因为前人研究中忽略了粘性系数 µ的空间变化率。

为了进一步说明粘性系数空间变化率的影响，我们将粘性积分分解为下式中的两项，
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其中引入了流体内部的本构方程来计算粘性应力张量。

Vs =

∫ 0+

0−

1

ρ

dτxx
dx

dx =

∫ 0+

0−

1

ρ

dµ

dx

du

dx
dx+

∫ 0+

0−

µ

ρ

d2u

dx2
dx (2–45)

右边第一项为与粘性系数的梯度有关的项，容易看出，其与 Vs 和 Cs 都具有相同的符
号，因此对于环量的沉积是具有促进作用的。

对于右边第二项，其可以表达为下面的形式来研究其贡献：

∫ 0+

0−

µ

ρ

d2u

dx2
dx =

µ

ρ

du

dx

∣∣∣∣0+
0−

−
∫ 0+

0−

d(µ/ρ)

dx

du

dx
dx = −

∫ 0+

0−

d(µ/ρ)

dx

du

dx
dx (2–46)

可以看到，该项的符号取决于 d(µ/ρ)的符号，进而考虑到粘性系数与温度的近似指

数关系，如式2–47所示，d(µ/ρ)的符号与 d (Tω+1/p)的符号相同。

µ

ρ
= Cµ

Tω+1

p
(2–47)

热力学第二定律指出，任何不可逆过程需满足熵增的条件。因此，对于一个激波来

讲，其内部温度以及压力满足下面的不等式，其中 s即为激波内部某一点的熵大小：

ds = cp
dT

T
−R

dp

p
> 0 (2–48)

对于一个实际的气体来讲，总存在 ω+ 1 > γ的不等关系。经过一些代数推导，可以得出：

d

(
Tω+1

p

)
> d

(
T γ

p

)
=

T γ

p

ds

R
> 0 (2–49)

因此，式2–45中右边第二项为正，即其对于环量沉积具有消极影响。考虑到两项的相
反影响，我们将右边第一项称为“粘性生成项”，将右边第二项称为“粘性耗散项”。若忽

略粘性系数的空间变化率，则只存在粘性耗散项，对环量产生消极影响，符合前人研究的

结果。但对于该梯度很大的区域，尤其是激波作用的区域，“粘性生成项”影响很大，不

可忽略。

2.4 本章小结

本章首先从理论上分析研究了在微尺度条件下传统常用的涡量传输方程的适用性。发

现其中主要包含三个假设，分别是：忽略粘性系数的空间变化率的忽略、动力学粘度空间

变化率的忽略以及流体内部的本构关系。这三个假设需要在微尺度条件下通过数值模拟进

行进一步验证。另外我们还给出了不基于任何假设的涡量传输粘性项的表达式，为后续基

于数值模拟结果的进一步对比打下基础。
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接着本章通过将 RMI环量问题转化为单个激波内部的积分问题，给出了一个新的环
量模型，并分析对比了新的环量模型于前人模型的区别于联系。指出前人的所有环量模型

都是本章模型的简化形式或是等效变形。这在环量模型方面做到了理论上的统一。

更重要的是，本章通过研究激波内部的“密度 -粘性应力”关系，给出了 RMI问题
中，环量沉积粘性源项的理论计算方法。利用双速度理论，我们对经典的 NSF方程组进
行了修正并给出了 TNSF模型用以求解单个激波的粘性积分。同时我们还进一步研究了粘
性项在环量沉积中所发挥的具体作用，并将其分解为了“粘性生成项”以及“粘性耗散

项”，更加深入地认识了粘性项作用的具体物理机制。

上述理论都将在后面的章节得到详细的推导与验证。
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第三章 数值模拟研究方法

本章主要介绍本研究的数值模拟部分所使用的数值模拟方法。由于我们研究的是微尺

度条件下的激波与气体界面相互作用问题，其中涉及到微尺度流动、多组分扩散、大梯度

流动等一系列问题，因此我们采用直接模拟蒙特卡洛（DSMC）方法进行数值模拟。关于
采用该方法的必要性，我们将在后边的章节进一步论述。

本研究所使用的 DSMC 程序为本课题组内发展出的一维定常以及二维非定常并行
DSMC程序。使用该程序，我们曾经进行了一系列算法方面[77, 78] 以及流动机理方面[79, 80]

的研究。其可行性已在之前的研究中得到的验证。

由于本研究并非针对于 DSMC本身的算法类研究，因此本章关于 DSMC算法只做简
要的介绍与说明。

3.1 DSMC数值方法概述

直接模拟蒙特卡洛（DSMC）方法起源于最早的粒子模拟方法：分子动力学方法
（Molecular Dynamics, MD）[81]。MD方法内在对于粒子碰撞的模拟上采用的物理机制使其
计算消耗过大，因此只能被用于研究分子层面上的小规模流动问题。数值模拟日益增长的

需求催生了一系列更加高效、准确的数值模拟方法的诞生。其中就包括 Bird教授在 20世
纪 60年代提出的 DSMC数值模拟方法[82]。该方法的核心是采用几率论的方法判断分子间

是否发生碰撞。

DSMC方法是一种分子运动模拟算法，用于模拟分子平均自由程远大于分子直径时的
流动问题（通常都是这种情况）。DSMC方法采用基于粒子运动的随机算法，通过用离散
的采样粒子来估计连续的分子速度分布函数，从而求解玻尔兹曼方程。每个采样粒子通常

代表大量真实粒子，这些粒子移动、碰撞，并从边界反射或出射。计算域被离散化为一系

列网格。DSMC方法使用“时间分割方法”。即在每一个时间步内，采样粒子首先经过平
移过程，随后经过碰撞过程。在碰撞过程中，每个网格内的粒子进行随机碰撞。气体的宏

观物理量（压力、温度、密度等）通过每一个采样粒子的微观信息（质量、速度）利用统

计学方法计算得到。标准 DSMC方法按照“移动，碰撞和采样”的顺序在每个时间步内
执行一次这些操作。一般情形下，匀速运动足以描述分子的平移运动，因此对于这一简单

问题精确求解是可行的。然而对于分子的碰撞，动力学角度上完全真实的分子碰撞描述是

缺乏理论依据、现阶段无法实现的。Bird教授利用统计力学中混沌假设条件，认为碰撞的
粒子之间不可辨识。这样便避开了碰撞粒子选择的问题，再利用统计的碰撞频率和简化的

碰撞模型实现了对分子之间碰撞的描述。在绝大部分的 DSMC应用中，采用的分子模型
包括硬球模型（HS）、可变径硬球模型（VHS）和可变径软球模型（VSS）。由于篇幅限制
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本文对各种碰撞模型的构造不加以详细的解释。具体细节参见 Bird教授的书籍[82]。

近些年，DSMC方法被广泛应用于模拟流体力学领域的稀薄、高速、微尺度流动问
题[83]，如：激波反射问题[79, 80]，微尺度下的流动不稳定性问题[52, 67]，爆轰波传播问题[84]，

激波内部结构问题等[85]。另外，Gallis等人[86] 首次利用 DSMC方法研究了湍流的耗散问
题，并与直接数值模拟（DNS）的结果吻合很好，实现了分子层面上对湍流问题的研究。
DSMC方法在这些问题中的可行性主要是与实验结果[87] 以及MD方法数值模拟结果[88] 进

行对比。

相比于传统的数值模拟方法，DSMC有其明显的优势，当然也有严重的弊端。其优势
在于该方法并不局限于模拟近平衡流动问题或是小梯度流动问题。DSMC从其固有的物理
机制方面考虑了流体内部的近平衡输运（粘性、热传导、质量扩散）以及非平衡现象（热

扩散、压力扩散）。若引入适当的物理化学模型，DSMC方法在描述流场中存在的热力学
非平衡、化学反应非平衡以及流场脉动等不满足连续假设的流场结构问题中具有的天然优

势。

其最主要弊端即在于计算代价方面。其采样过程需要大量的模拟分子数或者大量的独

立模拟过程及采样样本空间，由此带来的高额计算资源消耗和巨大的内存需要使得现有

的 DSMC研究基本都局限小尺度或稀薄流动问题中。在计算机发展尚未达到满足非定常
DSMC广泛应用之前，在能够大大缓解非定常 DSMC计算资源巨大消耗的新方法问世之
前，我们在采用非定常 DSMC时需要权衡到计算机内存消耗和计算效率二者的平衡。鉴
于此，我们使用的程序用了一种可缓解计算机内存消耗的方法，将每一个独立模拟过程、

每一时刻输出的粒子信息通过文本的形式写出，在求样本平均时再读入。这样，承受巨大

存储消耗的将变为计算机的硬盘而非内存。因此，本文所采用的非定常 DSMC程序在可
接受的计算时间内，可以采用大量的模拟分子实现更为精细的结果。

3.2 DSMC算法与 NS方程求解算法的关系

基于 NS方程的求解算法被广泛应用于对流体的数值模拟之中。前人关于 RMI问题的
数值模拟研究也几乎全部采用基于 NS方程的求解算法[25, 26]。因此本小节主要阐述 DSMC
算法与 NS方程求解算法的关系。

二者最大的区别就在于是否基于连续性假设。该假设包含了两层含义。第一是分子之

间的碰撞频率非常高，对于分子数密度比较大的流体是这样的。这会带来分子各形态的能

量的松弛时间非常小，那么可以认为每个分子的能量分布都是处于平衡态的。这样使用统

计学上分子的宏观物理量，如温度、压力等参数可以很好地描述流体微团的性质。第二便

是相比于计算尺度，分子的平均自由程非常小，即物理问题的 Knudsen数很小。这种情况
下，宏观上信息的传递过程是连续的，所以各类基于梯度的线性化方程（如傅里叶热传导

定律、牛顿流体本构方程）才能成立。但对于高稀薄流动问题或是流体内部梯度非常大的

问题，上述假设不再成立，NS求解器也就不再适用。
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而 DSMC算法的创立就是为了解决这样一系列连续性假设失效的问题。由于其固有
的模拟粒子运动与碰撞的真实性，其能够反应真实流体的物理过程，解决了连续性假设失

效问题中 NS求解器无法使用的问题。

上面阐述了物理层面上二者的本质区别。在计算的角度，二者也有许多不同之处。

首先 DSMC是基于Monte Carlo方法的计算方法，相较于基于守恒方程的 NS求解器，
它每一个网格内的计算负载是时变的，网格之间的信息传递也是受粒子运动过程所决定，

这一点导致 DSMC算法在高效并行计算的实现上存在巨大困难。

其次，从数学的角度来讲，DSMC算法是无条件稳定的，但 NS求解器很大程度上依
赖于初始条件的设置、边界条件的选取以及网格的生成质量。尤其是应用各种湍流模型求

解大梯度分离流、复杂几何外形流动等问题，NS求解器网格的生成十分考究。DSMC算
法则不需要对网格质量进行详尽的考虑。但同时，被 NS求解器广泛使用的诸如局部网格
加密、自适应网格、多重网格等提高计算效率的处理方法在 DSMC算法之中不再可行。

总之，相比于传统常用的 NS求解器，DSMC方法能观察到更微小的流场结构，更精
细的流场过程。对于某些特定的物理问题采用 DSMC算法能够发现一些全新的现象，得
到一些全新的结论。但些的代价就是高额的计算资源消耗。在向连续流区推广的过程中，

减少不必要的计算负载和修正计算方法的错误都是未来的发展方向。

3.3 DSMC算法求解方式

本研究涉及到的数值模拟方法主要分为两种。第一种为求解一维激波问题的定常

DSMC方法，主要用于验证前面理论分析部分单个激波问题的理论性研究。第二种为求解
RMI问题的二维非定常 DSMC方法，主要用于研究微尺度条件下的 RMI问题。本节分别
对两种算法的求解过程进行简要的介绍。

3.3.1 一维定常激波问题 DSMC求解算法

关于激波内部结构的求解问题，研究表明[89]，由于激波内部局部 Knudsen数过大，对
于马赫数大于 1.6左右的激波，采用 NS方程进行数值模拟便会存在较大误差。对于马赫
数大于 2的问题，误差不可接受。而采用 DSMC数值模拟的方法来研究激波内部结构问
题是公认的。

本文研究所使用的一维定常 DSMC 算法的理论依据主要是 Bird 等人的一维定常
DSMC算法[82]。这里的“一维”指的是流动只在一个方向上存在宏观梯度，但流动的速度

分量在三个方向上都存在。这里的“定常”指的是本算法在数值模拟的过程中，流动达到

稳定阶段之后，才开始进行采样平均的过程，如下图3–1所示。

整个计算域的左右边界分别为 x1 和 x2，并被分为了 Nx 个网格。每个网格的大小都

是相同的。网格大小的设置取决于计算结果的精度要求，具体可参考 Alexander等人关于
DSMC算法空间离散误差的研究[90]。
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图 3–1 定常 DSMC采样策略示意图

关于边界条件，有一些不同的设置方法。其中一种是计算域的左右边界分别设置为

“流入流出”边界条件。流动参数分别根据激波波前波后的流动参数进行设置。在流场的

初始阶段，整个计算域的左半边设置为波前参数，右半边设置为波后参数。这样在激波的

初始位置上为一个流动参数的不连续。即初始时刻激波没有厚度。随着计算的开始、流场

的演化，激波会逐渐发展出厚度。对于激波内部结构求解问题，只要粒子数、采样次数足

够多，这样的方法就可以得到准确的结果。但问题是在这种办法中，进出口的粒子数是随

机波动的，这会导致计算域内的总粒子数的随机波动，从而带来定常激波在计算域内的随

机游走。这样的随机游走对于 DSMC的时间平均过程来说是不可接受的。

由于激波下游为亚声速，因此上面提到的流量波动问题主要是由激波下游出口导致

的。因此，这里我们用一个沿 x轴方向移动的反射壁面边界来代替原来的出口边界。其

移动速度为 Rankine-Hugoniot激波关系式给出的波后速度。那么对于一个碰撞到其上的粒
子，其碰后的瞬时速度 u′为：

u′ = 2uw − u (3–1)

其中 uw 为壁面移动速度，u为碰前粒子瞬时速度。

那么粒子的碰后位置 x′即为：

x′ = 2xw − x+ u′dt (3–2)

其中 xw 为壁面位置，x为碰前粒子瞬时位置，dt为时间步长。

本质上，这样的边界条件是一个运动的活塞，与粒子碰撞过后，瞬间“跳”回原位

置。除了避免了粒子流量在出口随机波动的问题，这样的边界条件的另一个好处是只需要

用到 Rankine-Hugoniot激波关系式中的速度，不需要用到温度、压力。

即便是采用了上述下游边界条件，还是无法完全消除激波随机游走的问题。因此需要

加入另外一个子程序用于解决这一问题。若计算域内的当前总粒子数与初始总粒子数之差

超过了一个设定值，所有粒子都统一的被移动一段距离。从某一边界上穿过的粒子会被移
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动回来。移动的距离是通过 Rankine-Hugoniot激波关系式给出的波前波后密度所对应的原
始总粒子数计算出来的。经过这样的处理，激波的随机游走现象几乎被完全消除了。经验

证，上述在算法上的操作手段并不会影响激波内部物理量的分布情况。

3.3.2 二维非定常 DSMC求解算法

本文研究所使用的二维定常 DSMC算法的理论依据主要也是 Bird等人的二维非定常
DSMC算法[82]。与之前类似，这里的“二维”指的是流动只在两个方向上存在宏观梯度，

但流动的速度分量在三个方向上都存在。这里的“非定常”指的是本算法在数值模拟的过

程中，流场并不存在一个稳定的收敛点，而是持续地在随时间变化当中。

DSMC算法只有经过大量的采样并做统计平均才能够得到准确可靠的数值模拟结果。
对于定常 DSMC算法来说，采样过程是通过流场达到收敛点之后，在每一个时间步上进
行采样所实现的，如图3–1所示。然而对于非定常 DSMC算法来说，流场中并不存在稳定
的收敛点。因此采样过程是通过很多个独立运行的非定常样本进行的，如图所示3–2。每
个输出时刻的样本空间由大量独立的样本组成，为了得到光滑的结果需要进行大量的独立

的模拟过程或者足够多的模拟分子数。为保证每一次模拟过程的独立性，在程序开始之前

运行一次随机数子程序，以确保初始化粒子速度时的随机性和独立性。相比于定常 DSMC
算法，非定常 DSMC算法消耗的计算代价更大。

图 3–2 非定常 DSMC采样策略示意图
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3.4 本章小结

本章主要是对本研究所涉及到的数值模拟方法进行介绍。由于本研究并非针对于

DSMC本身的算法类研究，因此本章关于 DSMC算法只做简要的介绍与说明，并不涉及
详细的求解过程或是算法实现。

首先我们对 DSMC算法做了概述，介绍了其发展背景基本物理思想以及应用背景。
随后我们阐述了 DSMC算法与传统的 NS求解器的关系，主要是从物理层面以及算法层面
上进行的说明。最后，我们简要介绍了本研究所用到的 DSMC数值模拟方法的具体实现
过程，主要分为一维定常算法以及二维非定常算法。在一维定常算法中我们介绍了所使用

的特殊边界条件以及防止激波随机游走的方法。

由于本研究所使用的程序已经在近几年进行了一系列算法方面[77, 78] 以及流动机理方

面[79, 80] 的研究。其可行性已在之前的研究中得到的验证。因此可以说明本文的数值模拟

方法是准确可靠的。
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第四章 微尺度 RMI演化特征

本章主要通过基于 DSMC的数值模拟方法，研究在微尺度条件下，不同尺度的 RMI
问题的演化特征。关注的重点主要包括流场演化、涡量场演化、环量与涡拟能演化。

4.1 算例设置

4.1.1 问题描述

本研究的数值模拟部分首先主要着眼于这样一类阶梯形状的气体界面，如图4–1所示。
本研究之所以选取这样的界面形状是因为在激波与界面相互作用过程中，只有在台阶的水

平段存在压力梯度与密度梯度的矢量积，而且该矢量积从理论上将是不随时间变化的。即

只有在该段存在涡量生成的斜压项，这将使后续的理论分析部分得到大大简化。

图 4–1 数值模拟研究问题示意图

如图4–1所示，本文所模拟的问题波前温度压力均为与海平面大气条件相同，即
p = 101.325kpa, T = 288.15K，而界面左侧为氩气，右侧为氙气，因此界面两侧具有密度

差异，At数为 0.533。初始时刻界面静止，一个正激波以 6马赫的速度向右运动扫过气体
界面，诱导出后续的一系列不稳定性。

我们选取界面台阶的水平段长度作为本问题的特征长度 L∗。在这里，我们主要关注

的是微尺度条件下的这一类问题，因此我们的数值模拟主要有五个算例，特征长度从 5µm

等间隔变化到 1µm，而这五个算例的初始条件是完全相似的，只是在尺度上进行了缩放。

整个计算域的大小为 5L∗ × 2L∗，初始时刻激波位于 x = L∗ 的位置，界面左端点位

于 x = 1.2L∗的位置。初始时刻，激波左侧流动参数由 Rankine-Hugoniot激波关系式给出，
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激波右侧流体静止。激波在初始时刻为一个流动参数的跳跃，没有厚度。计算域的上下边

界为对称边界，左右边界分别为氩气与氙气的出入口边界。

4.1.2 数值方法的选取

上述问题的数值模拟方法选取为 DSMC的数值模拟方法。该方法利用采样粒子来模
拟真实气体中粒子的运动与碰撞过程，每一个采样粒子都代表着大量的真实粒子。从分子

运动层面上来讲 DSMC数值模拟方法能够更加真实准确地模拟流体的运动过程。该方法
在近连续流区以及稀薄流区都发挥着重要作用。

传统的基于 NS 方程组的数值模拟方法，在求解微尺度、高稀薄条件下的流动问
题[91]、大梯度流动问题[92]、不同组分混合与扩散问题[50] 以及热力学非平衡问题之中，都

难以做到对流体的真实模拟，得到的结果与真实值也相差较大。另外更重要的问题是传统

方法排除了真实世界中普遍存在的随机扰动对这一问题的影响，这种影响在微尺度条件下

是十分重要的[51]。相比之下，DSMC方法在这些问题之中具有其独特的优越性，因为它是
对粒子的运动进行直接的模拟。而本文所要研究的 RMI问题涉及到很强的正激波、微尺
度流动、不同组分气体扩散，因此使用 DSMC方法而非传统的基于守恒方程的连续性方
法是必要的。

进一步我们通过流场中的局部 Knudsen数来说明采用 DSMC数值模拟方法的必要性。
考虑到在本问题之中激波内部流动参数的梯度过大，基于连续性假设的 NS方程在这种条
件下是不适用的。根据 Boyd等人的研究[93]，可以将流体内部局部的 Knudsen数作为连续
性失效的判据，其定义如下：

KnGL−Q =
λ

Q
|∇Q| (4–1)

其中 Q为流动参数，可以选为压力或温度。对于某个特定的气体，当地点的分子平均自

由程 λ可以通过下式计算得到，其中 n为分子数密度，dref 为在参考温度下的分子直径。

对于多组分气体，其分子平均自由程可以用式4–3来计算。

λ =
1√

2πd2refn (Tref/T )
ω−0.5 (4–2)

λ =
nAr

n
λAr +

nXe

n
λXe (4–3)

这里我们取基于密度与温度的局部 Knudsen数的较大值作为连续性失效的判据，临界
值选取为 0.05[94]。因此连续性失效的条件可以写为：

KnGL = max (KnGL−ρ,KnGL−T ) > 0.05 (4–4)

对于本文所研究的问题，我们选取尺度最小的算例计算结果来计算局部 Knudsen数。
如图4–2所示，虽然在整个流场中有很大一本分区域的局部 Knudsen数很小，但在我们所
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关心的激波与气体界面相互作用的区域附近，局部 Kn数已经远远超过连续性假失效的阈
值（0.05），有些区域已经达到 0.6以上。这足以证明在本问题中使用 DSMC方法进行数
值模拟的必要性。

图 4–2 激波与气体界面作用过程中的局部 Knudsen数

4.1.3 参数设置

本文所模拟的五个算例均采用 500*200的网格数。关于网格的无关性 Gallis等人[67]指

出计算域内的最大网格需要小于最小分子平均自由程。本文所采用的 DSMC数值模拟方
法使用了子网格技术，每一个网格都在两个方向上均分为 5个子网格，即一个网格内部有
25个子网格。在这样的情况下，本文涉及到的数值模拟均符合上述网格精度的要求。同
时，每一个算例所取的时间步长也小于网格内粒子的平均碰撞时间 (λ/v0)以及平均运动

时间
(
∆x/

√
v0
)
以保证时间离散的精确性[95]。表4–1列出了不同算例的时间空间信息。这

里 v0 =
√
2kT0/m是粒子的最似然热运动速度。

表 4–1不同算例的时间空间信息
L∗, µm ∆xsub, µm λmin, µm ∆t, s t, s

算例 1 5 0.010 0.0162 2× 10−12 1.25× 10−8

算例 2 4 0.008 0.0169 2× 10−12 1.00× 10−8

算例 3 3 0.006 0.0179 2× 10−12 7.50× 10−9

算例 4 2 0.004 0.0190 2× 10−12 5.00× 10−9

算例 5 1 0.002 0.0202 2× 10−12 2.50× 10−9

另外，在 DSMC数值模拟中，采样次数与每个网格内的粒子数决定着计算结果的统
计误差。研究表明统计误差的大小反比于二者乘积的二分之一次方[96]。本文的五个算例采

样次数均为 3328次，初始时刻每个网格内的粒子数为 12个（波后粒子数会增加到每个格
子 40-50个左右）。这样的条件下，统计误差的估计值约为 0.5%。
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4.2 流场演化特征

本文所涉及到的五个算例只有尺度上的差别，因此对于结果的对比可以反映出在微尺

度条件下，尺度变化对于计算结果的影响。

首先我们对比分析了不同尺度下的流动结构，这里我们用氩气的摩尔分数来说明，如

图4–3所示。其中红色代表 100%氩气而蓝色代表 0%氩气。这里为了能够进行有意义的对
比，每一行的三个图分别为同一个尺度下的三个不同演化阶段，分别对应于激波与界面相

互作用的前期、中期与后期。而每一列的五个图分别为不同尺度下同一无量纲时间下的流

动结构。

在演化的初期阶段，即激波刚刚开始与气体界面相互作用的阶段，不同尺度的算例最

主要的区别在于界面上的扩散程度。对于尺度比较大的算例（算例 1 & 2），气体扩散并不
是十分明显，流场相似性很高。但对于尺度更小的算例，界面上的气体扩散随着尺度的降

低明显越来越显著，尤其是界面的下半部分，即为波后部分。对于这几个算例，流场的相

似性并不是显而易见的。

在激波与气体界面相互作用的过程中，压力梯度与密度梯度的外积是涡量沉积的主要

来源。而涡量沉积也是后续流场中涡的生成与演化的主要原因。图 3的中间一列五张图代
表了不同尺度下，激波刚刚扫过界面时刻的流动结构。可以看到，较大尺度的情况（算例

1 & 2），中间主涡的发展明显比尺度较小的情况要好，同时流场相似性也很好。而对于尺
度较小的情况，相似性基本失效。尤其是对于最小尺度的情况，流场中基本看不到主涡的

生成与发展。图 3最右边一列代表着不同尺度演化后期的流场情况。同样地，较大尺度下
相似性满足，主涡的生成与发展明显，更小尺度下相似性失效。

在宏观尺度下，仅仅在尺度上的变化，流动结构应该满足相似性[97]。为了进一步研

究在微尺度下的 RMI问题的相似性失效现象，我们提取了在演化末期氩气浓度 60%的等
值线，如图4–4所示。为了进行不同尺度下的对比，图4–4中采用无量纲的空间坐标，即
x = x/L∗ 以及 y = y/L∗。可以看到，在较大尺度的条件下，等值线基本重合，这表明流

场具有很好的相似性。但对于尺度更小的情况，不同尺度的等值线开始分离，尤其是尺度

最小的情况下，等值线与叫大尺度的算例相去甚远，表明在该尺度下流场相似性的失效。

对于最小尺度，看不到流场中涡的卷起与发展。

4.3 涡量场演化特征

本节主要研究微尺度 RMI问题中涡量的演化特征。作为一个重要的流动物理量，涡
量能够反映出在流场内的流动结构物理机制。对于涡量场更加深入的研究与认知能够知道

我们更加全面地理解微尺度 RMI的流动特征。
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图 4–3 不同尺度下不同时刻的流动结构

图 4–4 不同尺度下不同时刻的流动结构
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4.3.1 涡量的计算以及降噪处理

流场中涡量定义为速度矢量的旋度，如下：

ω =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
(4–5)

要想求得流场中某一点的涡量大小，需要我们对数值模拟的速度场结果进行后处理。

这里我们采用四阶中心差分的方式来计算偏导数，如下：
∂v

∂x
=

−v (xi+2, yj) + 8v (xi+1, yj)− 8v (xi−1, yj) + v (xi−2, yj)

12∆x
∂u

∂y
=

−u (xi, yj+2) + 8u (xi, yj+1)− 8u (xi, yj−1) + u (xi, yj−2)

12∆y

(4–6)

在 DSMC所得到的数值模拟结果中，往往存在着流动量的较大噪声。这主要是由于
数值模拟中的粒子数以及采样次数不足造成的。然而过多的粒子数与采样次数会带来

过重的计算负担，这样的消耗往往是没有必要的。对于一些积分量，比如流场中的环量

（式4–7），其结果并不会受到噪声的影响，因为其是流场内格点位置上的统计平均，会自
然地将噪声消除掉。但对于涡量场来说，噪声的存在会造成计算域内涡量的严重震荡，是

我们更难观察出涡量场内部的一些特征。更加严重的是，噪声的存在会造成某些重要的积

分量严重偏离真实值，比如涡拟能（式4–8）。其是流程内部格点涡量平方的总和。噪声越
大，其值会越大。因此，对于涡量场的降噪处理是十分有必要的。

Γ =

∫
∂A

ω(x, y)dxdy (4–7)

En =

∫
∂A

ω2(x, y)dxdy (4–8)

这里我们采用一种平均的方法来进行降噪处理。在每一个网格处，其涡量值用其周围

八个点以及其本身的平均值来代替，如下式所示：

ω̃ (xi, yj) =
1

9

[
ω0 (xi, yj) +

∑
ω0 (xi±1, yj) +

∑
ω0 (xi, yj±1)

+
∑

ω0 (xi+1, yj±1) +
∑

ω0 (xi+1, yj±1)
] (4–9)

这样，流场中各点的涡量在噪声方面就得到了大幅改善。为了说明上述降噪方法的效果，

我们选取了尺度最小的算例的计算终止时刻的涡量场。对于 x ∈ [0, L∗] , y ∈ [0, 2L∗]的区

域内，理论上流场中各点的涡量都应该为 0。图4–5展示了在该区域内未经降噪处理以及
经过了降噪处理的涡量场结果。可以看到，上述降噪方法能够简单而且有效地降低涡量场

的噪声，使之在粒子数与采用次数不变的情况下，更加接近于真实值。因此，后续有关于

涡量的一系列分析都是经过上述降噪方法处理过的结果。
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图 4–5 涡量场的降噪处理结果演示

另外，我们对涡量场进行了无量纲化，无量纲的方式如下：

ω =
ω

Vps/L∗ (4–10)

其中，Vps 为本问题中选取的特征速度——激波波后速度。对于一个马赫数为 6、比热比
5/3为的运动激波，其值为 1383.12 m/s。这对于本文的五个算例都是相同的。

4.3.2 结果分析

我们对比分析了不同尺度下涡量场的演化情况，如图4–6所示。与图4–3相同，每一行
的五个图分别为同一个尺度下的五个不同演化阶段，而每一列的五个图分别为不同尺度下

同一无量纲时间下的涡量场。这里我们展示的是无量纲的涡量大小。

在激波与气体界面相互作用的初期，即图4–6中第一列，流场中可以看到十分明显的
负涡量沉积。这样的涡量沉积是流场中主涡形成与发展的主要驱动力。另外，可以看到在

流场中还存在着正涡量的沉积（图中红色区域）。这可以归因于从三波点发展出来的滑移

剪切层，它并非本文关注的重点。在激波扫过界面之后，流场中的涡开始自由演化，尺度

在其中产生的影响也可以被明显地看到。

对于尺度比较大的情况，涡量的演化表现出明显的相似性，这也是图4–3中流场满足
相似性的主要原因。可以看到负涡量在流场中分布十分集中，涡量的耗散、扩散并不是十

分显著。但对于尺度较小的情况，涡量的扩散十分显著，演化后期负涡量覆盖的区域随着

尺度的减小而增大，涡量的分布更加分散。对于尺度最小的情况，涡量十分分散，这也解
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释了图4–3中主涡无法形成的现象。从现象学的角度来讲，涡量演化的相似性失效，对应
于流场演化的相似性失效。

图 4–6 不同尺度不同时刻的涡量场
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4.4 环量与涡拟能的演化特征

前面的部分我们分析了不同尺度下的涡量演化。为了得到关于微尺度条件下 RMI问
题的更加全面的理解，我们进而计算了不同尺度下与涡量相关的重要积分量并分析了它们

的演化过程，主要包括无量纲环量以及无量纲涡拟能，二者的表达式如下。

Γ =
Γ

VpsL∗ (4–11)

En =
En

V 2
ps

(4–12)

另外，我们将演化时间也进行了无量纲化：

t =
t

L∗/Vps

(4–13)

研究 RMI问题中的环量与涡拟能演化并得到有效的结论，积分区域的选取很重要。
前面提到，这里涡量的沉积有两个主要来源。其中我们关心的主要是负涡量沉积，它主要

来自于激波与界面相互作用过程。另外一种是正涡量沉积，主要源于三波点衍生出来的滑

移剪切层，这并不是我们关心的涡量沉积来源，因此在计算环量与涡拟能的过程中应该将

这一部分剔除掉。由于 DSMC算法的结果固有的噪声，直接对计算域内的负环量进行积
分是不合理的。这里经过一系列尝试性分析，我们应用氩气组分浓度为 15%的等值线作
为每一时刻计算环量与涡拟能的积分区域边界。如图4–7所示，这样对积分区域的选取可
以有效地将我们并不关心的正涡量剔除掉。

不同尺度下的无量纲环量与涡拟能的演化情况如图4–8所示。为了说明的清晰性，这
里我们展示的是环量的相反数，以表征激波与界面作用过程中环量的沉积现象。

首先，关于环量的演化，在激波与界面相互作用的过程中，环量出现了陡增，这可以

归因于界面上的斜压涡量沉积。当激波已经完全扫过界面以后，理论上在界面上不再有斜

压涡量沉积，因此环量不再增长。对于宏观尺度上的问题，环量在这一阶段应该保持不

变。与此相反，在微尺度情况中，环量在激波与界面作用之后呈现下降的趋势。这是由于

涡量的粘性耗散导致的[65]。在大尺度条件下，涡量的粘性耗散项相比于斜压项来说是可以

忽略的。但在微尺度下，涡量的粘性耗散与斜压项具有可比性，开始发挥重要的作用。同

样的，涡拟能也在激波与界面作用的过程中显著增长，后续的过程中由于粘性耗散而慢慢

下降。

一个十分重要而且有趣的现象是环量与涡拟能在不同尺度下呈现出的不同相似性。对

于无量纲环量来说，不同尺度的演化曲线十分吻合，呈现出很强的相似性。但不同尺度下

的无量纲涡拟能却相差很远。这可以得到有关于尺度变化对于涡量扩散以及耗散的不同影

响。在流场中的某一个点上，涡量的变化有两部分，分别为当地涡量大小随时间的变化，

即为涡量的耗散，以及不同位置之间涡量的输运，即为涡量的扩散。环量是不同位置上涡
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图 4–7 计算环量与涡拟能积分区域的选取

量的直接累加，因此其只能反映出涡量耗散的情况，无法反映涡量的扩散。而涡拟能是涡

量平方的累加，在相同环量的情况下，涡量的分布越集中，涡拟能越大。这可以通过均值

定理直观理解。即当一组数的总和一定时，方差越大，所有数的平方和越大。

在图4–8中，不同尺度下的环量呈现出很好的相似性，但尺度越小，涡拟能就越小。
这说明在不同尺度下，涡量的耗散程度基本相同，而涡量的扩散情况差异显著，这便是我

们研究微尺度条件下的 RMI问题中所得到的重要结论。这一点也反映在了图4–6之中，即
尺度越小，涡量的分布越分散。

4.5 涡量耗散与扩散的进一步分析

从上面的章节中，我们发现对于微尺度条件下的 RMI问题，尺度对于涡量扩散与耗
散的影响有所不同。尺度变化对于涡量扩散程度的影响显著，但对于涡量的耗散程度并没

有明显的不同影响。在本节我们进一步定量化地研究涡量的耗散与扩散情况。

在我们对涡量场建模研究之前，首先需要确定流场中涡心的位置。这里我们采用涡量

面积平均的办法来确定涡心的位置，计算公式如式4–14。对于某一时刻的涡量场，首先我
们将涡心选取为最大涡量的位置。接着我们在距涡心 0.2L∗ 的范围内对涡量进行面积平均

从而求出当前迭代步的涡心位置。接着再重复上述过程进行迭代，直到两次迭代的涡心距
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图 4–8 不同算例环量与涡拟能随时间的演化

离在 0.001L∗以内停止迭代。 
xc =

∑
xiω̃ (xi, yj)∑
ω̃ (xi, yj)

yc =

∑
yjω̃ (xi, yj)∑
ω̃ (xi, yj)

(4–14)

对于本为的五个算例，涡心的位置随时间变化如图4–9。这里我们采用无量纲的时间
与无量纲的位置。可以看到，不同尺度的涡心均为等速移动，移动速度基本相同。这一速

度与波后速度基本相同。因此，在涡心的确定方面，上述面积平均迭代的方法是可行而且

有效的。

为了定量化地研究涡量的扩散与耗散，我们在每一个演化时刻都提取了一条过涡心

且平行于 y 轴的直线。在该线上的涡量分布反映了涡量的耗散与扩散情况。从理论上说，

RMI问题中的涡量沉积应该只存在于激波与气体界面相互作用的位置。若提取一条平行
于 y轴的直线，那么该线上在激波刚作用的时刻会出现一个十分集中的涡量，类似于一个

点涡源。在之后涡量会由于粘性耗散的作用而越来越分散。这样的物理机制十分类似于一

个典型的 Ossen涡的演化。Ossen涡的涡量分布与演化可以从涡量传输方程中理论推导得
到，其解析解满足 Gauss分布。因此，这里我们也采用 Gauss分布来建模本问题中的涡量
分布。

对于本文所研究的算例，在每一个时刻上，我们都可以将之前提取出来的过涡心的线

上的涡量分布拟合为高斯分布。式4–15即为拟合所使用的公式。其中 Γline(t)为无量纲的

涡量在过涡心的线上的积分，即 Γline(t) = 2
∫ ymax

yc
ω (xc, y, t) dy。因此，在该拟合中，唯一

需要确定的参数即为 σ(t)。我们这里采用最小二乘法来确定 σ(t)。在前面的章节中，我们

提到了由三波点滑移线产生的正涡量并非我们关心的重点。由于正涡量的沉积只存在于涡

心的下方区域，如图4–7所示，而高斯分布本身是一种对称的分布，因此我们在拟合过程
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图 4–9 不同算例涡心位置随时间的变化

中，只选用涡心上方的数据进行拟合。这样在分析涡量的扩散与耗散时，便排除了正涡量

沉积的影响。

ωfit(y, t) =
Γline(t)√
2πσ(t)

exp

{
−(y − yc)

2

2σ2(t)

}
(4–15)

作为示例，图4–10展示了拟合区域的示意图以及算例 1和算例 5在最终计算时刻的涡
量计算结果和拟合曲线的对比情况。总的来说，在涡心的上方区域，拟合情况很好，在涡

心的下方区域，通过拟合，正涡量的影响被有效地排除在外。说明我们的拟合方式能够有

效地反映涡量的分布特征。

进一步我们定量化地说明涡量的拟合情况。我们计算了每一个算例在每一个时刻上的

拟合度 R2，它能反映拟合曲线与原始数据的相似程度。R2 越接近于 1，说明拟合程度越
好。在我们的研究中，R2 的计算公式如式4–16，其中 ω, ω, ωfit 分别为计算得到的涡量、

涡量的线上平均值以及拟合涡量。注意到我们仅对涡心以上的涡量数据进行拟合处理，因

此在式4–16中，yi > yc。我们计算了每一个算例在激波与气体界面作用结束之后 R2 的平

均值。结果如表4–2。总的来说，每一个算例的平均拟合度都非常接近于 1，表明我们的拟
合是行之有效的。

R2(t) = 1−
∑

[ω (xc, yi, t)− ω (xc, yi, t)]
2∑

[ω (xc, yi, t)− ωfit (xc, yi, t)]
2 (4–16)

通过对五个算例的涡量场进行 Gauss分布的拟合，我们得到了一个新的重要参数，即
为 σ(t)，其在数学上为 Gauss的方差。因此对于采用 Gauss拟合的涡量场来说，σ(t)越小，

涡量分布越集中。σ(t)可以直接反映涡量的扩散情况。σ(t)越大说明涡量的扩散越严重。
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图 4–10 涡量场 Gauss分布拟合示意图以及结果

表 4–2 算例 1-5的 R2 平均值
算例 1 算例 2 算例 3 算例 4 算例 5

R2 0.996 0.996 0.997 0.995 0.989

图4–11展示了不同尺度下的五个算例 σ = σ/L∗随时间的演化情况。

可以看到，在图4–11左图中，对于尺度越小的算例，其 σ越大，即涡量的扩散程度越

强。这很符合我们前面章节中的定性研究的结论。

另外，有趣的是，我们发现不同尺度的算例，其 σ可以通过 (L∗)
−1/3 ·来进行归一化，

即 σ(t) ∝ (L∗)
−1/3，涡量的扩散程度与尺度的负三分之一次方成正比。这样的现象还需后

续更为详细的验证，其原因也需要更为严密的理论推导，对此本文不加论述。

4.6 本章小结

本章主要基于 DSMC的数值模拟方法，研究了微尺度条件下 RMI的演化特征。首先
介绍了本文所进行的数值模拟的问题描述、数值方法的选取以及参数的设置，说明了本文

所关注的物理问题采用 DSMC的数值模拟方法是十分有必要的。

接着本章分析研究了在微尺度条件下，尺度对于流动结构演化的影响，发现了微尺度

下流场相似率的失效现象。降噪处理是我们能够更加清晰准确地认识涡量场的演化特征。

关于涡量场演化的分析使我们更加清楚地认识了流动结构演化差异背后的物理机制。
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图 4–11 不同算例 σ随时间的变化

本章还研究了不同尺度下的环量与涡拟能的演化，得到了“在不同尺度下，涡量的耗

散程度基本相同，而涡量的扩散情况差异显著”的重要结论。进一步我们定量化地分析了

不同尺度下涡量的扩散情况。通过对涡量场的 Gauss分布拟合，我们呢得到了一个能够直
接反映涡量扩散情况的参数 σ。通过对该参数的分析研究，发现尺度越小，涡量的扩散程

度越强。这很符合我们前面定性研究中得到的结论。
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第五章 理论验证分析

本研究做出了一系列理论上的推导工作，得到了一些新的结论和模型，这些严格的推

导过程与分析过程都已经在本文的“理论分析”章节论述详细了。本章主要是基于数值模

拟得到的结果，对理论推导部分进行验证与进一步分析。

5.1 微尺度涡量传输方程验证分析

5.1.1 微尺度下本构方程的验证

在理论分析部分的第一节，我们推导研究了微尺度条件下的涡量传输方程。并阐述了

传统人们常用的涡量传输方程中的粘性项的表达式是基于三个假设得到的（式2–4），这三
个假设在微尺度条件下的适用性还需要进一步验证。

下面我们基于前面数值模拟的结果进行分析验证。首先我们验证流体本构方程的假

设。即： 
τij = µ(

∂ui

∂xi

+
∂uj

∂xj

) + δijλ(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

3λ+ 2µ = 0

(5–1)

其中，µ为流体的粘性系数，其可以表达为与温度有关的函数。这里我们采用指数定律的

形式[82]：

µ = µ0

(
T

T0

)a

(5–2)

对于混合气体，粘性系数的计算如下：

µmix = µ1X1 + µ2X2 (5–3)

上述本构方程在大尺度下是普遍成立的，但在微尺度或是高稀薄条件下，存在失效的

现象。上述假设是基于 NS方程的数值模拟方法的基本假设，是该数值模拟计算粘性应力
的基本方法。但由于我们采用的是基于 DSMC的数值模拟方法，其本质并非是基于守恒
方程的，而是基于粒子运动的。因此，流体内部的粘性应力可以利用其微观表达式来得

到[82]。可以认为，这样得到的应力张量值为粘性应力的真实值。粘性应力的微观表达式如

下： 
τxx = −nmu′u′ + p

τyy = −nmv′v′ + p

τxy = −nmu′v′

(5–4)
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因此，我们可以基于前面得到的五个算例的数据，分别采用本构方程以及粒子运动计

算出流场中各点的粘性应力，并比较二者的差距，以此来验证本构方程在该尺度下的适用

情况。

图5–1展示了上一章介绍的算例中，算例 1与算例 5的对比结果。分别为我们研究的
最大尺度以及最小尺度。同一行的三张图分别为同一尺度下的三个不同的演化阶段，分别

为前期、中期和后期。同一列的两张图具相同的无量纲时间。每张图所对应的流场情况都

展示于图的右下角。每张图的横轴均为基于粒子运动得到的粘性应力张量，纵轴为基于本

构方程得到的应力张量。不同颜色的点代表不同方向上的应力张量分量。因此若图中的点

越偏离于 y = x直线，则证明本构方程失效越严重。

可以看到，大体上图中的点都分布于 y = x直线附近。但尺度越小，偏离越严重。可

以看到对于我们研究的最小尺度，粘性应力张量的分布更为分散。离 y = x直线变差稍大

的点也更多。这说明了随着尺度的降低，本构方程的失效就越严重。这是符合前人研究的

结论的。前人研究表明[98]，流动的 Knudsen数越高，连续性假设越失效，与我们这里进行
的验证结果相同。

但从图5–1可以看到，即便是我们研究的最小尺度，本构方程失效的程度也不高，大
体上本构方程的粘性应力计算结果与真实值是比较接近的。因此可以认为在涡量传输方程

中，本构方程的假设在本研究所涉及到的尺度范围内是适用的。

5.1.2 微尺度下环量传输粘性项的验证

上面我们验证了微尺度条件下流体本构方程的适用性，发现在我们所研究的尺度条件

下，流体本构方程的失效情况并不严重，可以认为在涡量传输方程粘性项的表达式中该假

设成立。本小结进一步研究另外两个假设是否成立，即流体内部粘性系数以及动力学粘度

空间变化率的忽略。

这里我们采用间接的方式进行验证。在 RMI问题中，环量变化率可以分解为斜压项
与粘性项之和（式2–6）。斜压项与粘性项的原始表达式如下，其中对于 DSMC数值模拟
的结果，上式中的粘性应力张量 τ 可以通过其微观表达求得。

ω̇bar =
1

ρ2

(
∂ρ

∂x

∂p

∂y
− ∂ρ

∂y

∂p

∂x

)
(5–5)

ω̇vis =
∂

∂x

[
1

ρ

(
∂τxy
∂x

+
∂τyy
∂y

)]
− ∂

∂y

[
1

ρ

(
∂τxx
∂x

+
∂τxy
∂y

)]
(5–6)

我们先来验证上面的表达式是否成立。图5–2展示了前面数值模拟的算例中最大尺度
与最小尺度下的结果。其中点代表了由式5–5和5–6计算得到的环量变化率斜压项与粘性项
之和，而线代表直接对涡量在面上积分得到的环量随时间的导数。这里采用二阶中心差分

的数值微分方法。
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图 5–1 不同算例基于本构方程与粒子运动的粘性应力张量对比

可以看到，斜压项与粘性项之和与环量变化率的真实值基本相同，可以证明只要斜压

项与粘性项分别都能够计算准确，那么采用式2–6来计算环量是可行的。这实际上是流体
内部动量守恒直接推导得到的结果。

基于此，我们可以对粘性项简化形式的可用性加以验证。对于粘性项，其表达式如

下，其中等号右边为粘性项在本构方程假设条件下的原始形式，约等号右边为在粘性系数

与动力学粘度空间变化率忽略的情况下的简化形式，即传统人们常用的形式。这里 τ̃ 代表

了基于本构方程计算得到的粘性应力张量值。

ω̇vis =
∂

∂x

[
1

ρ

(
∂τ̃xy
∂x

+
∂τ̃yy
∂y

)]
− ∂

∂y

[
1

ρ

(
∂τ̃xx
∂x

+
∂τ̃xy
∂y

)]
≃ ν

(
∂2ω

∂x2
+

∂2ω

∂y2

) (5–7)

因此我们接下来验证粘性项的简化形式是否成立。若成立，那么在每一时刻其面积分

与斜压项的面积分之和应该恰好等于当时的环量变化率。若不等于则其不成立。

图5–3展示了最小尺度下的对比结果。其中蓝色点划线为粘性项的简化形式，红色虚
线为粘性项的非简化形式。蓝色三角为简化的粘性项与斜压项之和，红色三角为非简化的
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图 5–2 不同算例斜压项与粘性项之和与环量变化率真实值对比

粘性项与斜压项之和。红色实现为环量变化率的真实值。

可以看到，若采用非简化的粘性项形式，斜压项与粘性项之和能够与环量变化率相吻

合，然而若采用简化的粘性项形式则无法吻合。这说明在小尺度下，涡量传输方程中粘性

项的简化形式并不适用，并不能真实地反映出环量的变化情况。

由于粘性项的简化形式主要是基于三个假设，而对于流体内部本构方程假设的可行性

我们已经在上一小节验证过了，因此，上面阐述的粘性项简化形式失效的本质原因可以归

因于粘性系数空间变化率的忽略。

在理论分析部分我们也详细论证了粘性项在环量沉积过程中所发挥的重要作用，说明

了其对环量沉积是产生促进作用的。同时我们还将粘性项分解为了“粘性生成项”与“粘

性耗散项”，分别研究了二者对于环量沉积的影响。在图5–3中展示的粘性项非简化形式曲
线中，其的确是对环量沉积产生积极作用的。而若忽略粘性系数的空间变化率，则粘性项

只剩下“粘性耗散项”，对环量沉积产生相反的影响，在图中也可以明显看到。说明数值

模拟的结果与我们在理论分析部分得到的重要结论是相吻合的。
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图 5–3 涡量传输粘性项简化形式适用性验证

5.2 单个激波问题的数值验证

5.2.1 环量函数的数值验证

在前面的理论分析章节中，我们给出并详细推导了 RMI问题中环量沉积以及其中的
粘性源项解析形式。我们给出的整个理论体系都是基于的那个激波问题提出的。因此本节

对理论分析章节中得到的关于单个激波问题的重要公式与结论进行验证分析。

对于一维激波问题，由于实验手段的局限性，目前人们只有办法能够得到激波内部的

密度分布，对于其他物理量的分布无法测得。在这一问题中，DSMC算法是公认的可以作
为实验值的数值模拟方法，其得到的密度分布与实验值的结果也十分吻合[99]。因此本文采

用 DSMC的数值模拟方法验证理论分析部分得到的重要结论。

我们主要采用一维稳定激波问题的 DSMC数值模拟方法。其在 Bird关于 DSMC算法
的书中有过详细的介绍以及实践[82]。

首先我们验证理论分析部分得到的单个激波环量函数（式2–17）的正确性。即验证跨
过激波，下式是否成立：

ρl
pl

∫ ρr

ρl

1

ρ

d (τxx − p)

dρ
dρ =

2γ

(γ + 1)2

[
−γM2

s +
1

M2
s

+ γ − 1

]
(5–8)
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等式左边可以认为是单个激波环量函数的真实值，我们通过对一维定常激波的数值模拟结

果的数值积分得到。数值积分采用梯形公式。等式右边即为我们理论上给出的解析解。

这里我们对氩气内的正激波进行了马赫数在 1-10范围内的数值模拟。波前温度压力
选取为实验中[99]使用的 300K, 50mTorr。在该条件下，波前分子平均自由程为 1.098mm。

计算域大小为 x ∈ [−0.03, 0.03]m，网格精度为 ∆x = 0.1mm，约为波前分子平均自由程

的十分之一，可以认为计算结果的空间离散误差很小[90]。时间步长为 ∆t = 2 × 10−8，小

于分子平均碰撞时间，可以认为计算结果的时间离散误差很小[100]。流场稳定时间选取为

2× 10−3s。随后采样步数设置为 106步以得到光滑准确的模拟结果。

计算结果如图5–4所示，其中三角代表数值模拟积分得到的单个激波环量函数，实线
代表本文理论给出的解析解。可以看到，对于马赫数在很大范围内的氩气正激波而言，解

析解与真实值几乎完全一样。足以证明，本文所给出的单个激波环量函数解析解是正确

的，能够准确预测单个激波的环量积分。这也间接地证明了本文所提出的 RMI问题环量
模型是准确可行的。
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图 5–4 单个激波环量方程的验证

5.2.2 TNSF模型的数值验证

接下来，我们验证理论分析部分提出的单个激波 TNSF模型。前面已经详细论述过，
我们的 TNSF模型是基于双速度理论，对经典的 NSF方程组中的能量方程进行修正而不
对其中的动量方程进行修正。下面我们来说明这种修正方法的合理性。

这里我们选取一个在氩气中的马赫数为 10的激波，分别计算其基于经典的 NSF方程
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组的动量守恒相对误差以及能量守恒相对误差，并计算基于修正的能量方程的能量守恒相

对误差。其中误差的计算都是相对于波前的动量及能量。具体公式如下：

errorm =

∣∣∣∣1− ρu2 + p− τxx
ρlu2

l + pl

∣∣∣∣× 100% (5–9)

errore =

∣∣∣∣1− (E + p− τxx)u+ q

(El + pl)ul

∣∣∣∣× 100% (5–10)

图5–5展示了三个相对误差的大小。可以看到，对于原始的 NSF方程组，其动量守恒
的误差（红线）本来就不大，最大误差只有 3%左右。但其能量守恒的误差（绿线）相对
较大，最大误差达到了 13%左右。而若采用本文 TNSF模型中修正能量方程的办法进行
修正，能量守恒方程的最大误差降到了 6%。以上事实说明，基于双速度理论，本文采用
的只修正能量方程，不修正动量方程的办法是合理可行的。
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图 5–5 激波内部动量、能量守恒方程验证

本文理论分析部分阐述了要想求得环量沉积中粘性项大小的解析解，激波内部“密

度 -粘性应力”的关系求解是核心问题。本文也分别给出了 NSF模型以及 TNSF模型来求
解“密度 -粘性应力”关系，控制方程分别为式2–27以及式2–40。下面我们基于对单个激
波的数值模拟结果来验证两个模型的可行性。由于经典的 NSF方程对于马赫数越高的激
波，其适用性越差。因此为了暴露问题，我们这里选取一个氩气中马赫数为 10的激波来
进行验证分析。

由于式2–27或式2–40的解析解难以获得，我们通过数值方法对该常微分方程进行求
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解。这里我们选用欧拉方法进行求解，推进步数为 10000步，初值为 (fρ,−0.0001)，其中

fρ为利用 Rankine-Hugoniot激波关系式求得的波后密度。这里 ϕ的初值选取为一小量以防

止分母为 0的问题发生。

图5–6展示了 NSF模型与 TNSF模型给出的“密度 -粘性应力”关系曲线与 DSMC数
值模拟结果的对比。可以看到，基于经典 NSF方程组的 NSF模型对粘性应力的计算（绿
线）偏大，与真实值相差甚远，不可接受。而 TNSF模型对激波内部“密度 -粘性应力”
的计算（蓝线）十分吻合于 DSMC数值模拟结果。这说明我们所提出的 TNSF模型能够较
为准确的给出激波内部“密度 -粘性应力”关系，可以用于进一步单个激波粘性项函数的
计算。
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图 5–6 NSF模型与 TNSF模型关于“密度 -粘性应力”关系的对比验证

5.2.3 粘性项函数的数值验证

最后，我们对基于理论分析部分的 NSF模型以及 TNSF模型得到的单个激波粘性项
函数进行对比验证。这里我们仍然选取氩气中马赫数 1-10的正激波进行与 DSMC数值模
拟结果的对比。

基于式2–27或式2–40给出的“密度 -粘性应力”关系，我们可以通过数值积分的办法，
给出式2–42所示的单个激波粘性项函数结果。这里我们仍然选用梯形公式进行数值积分。
在马赫数 1-10的范围内，我们间隔 0.01的马赫数进行数值求解。其与 DSMC数值模拟结
果的对比如图5–7所示。

可以看到，基于 NSF模型得到的单个激波粘性项函数（绿线）与真实值偏差很大，尤
其是对于马赫数较高的激波。而 TNSF模型（蓝线）则在马赫数 1-10的范围内，能够对单
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个激波粘性项函数做出准确的预测，结果与 DSMC数值模拟结果十分吻合，证明了我们
提出的 TNSF模型的可行性。
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图 5–7 NSF模型与 TNSF模型关于粘性项函数的对比验证

综上，一系列验证结果表明，本文的理论推导部分对单个激波问题做出了很准确可靠

的预测。只要将其应用于 RMI问题，便可以给出某一特定的 RMI问题环量变化率以及其
中粘性项的大小。即：

Γ̇ =

Ns∑
i=1

(Bs,i + Vs,i) =
p0
ρ0

Ns∑
i=1

fp/ρ,i (γ0,M0) fΓ,i (γi,Ms,i)

Γ̇vis =

Ns∑
i=1

Vs,i =
p0
ρ0

Ns∑
i=1

fp/ρ,i (γ0,M0) fV,i (Pri, γi,Ms,i)

(5–11)

上式中，每一个激波的波前压力与密度之比 pl/ρl 被表达为了一个与入射激波马赫数以及

比热比有关的函数，这一函数对于不同的 RMI问题是不同的：

fp/ρ,i (γ0,M0) =
ρ0
p0

pl,i
ρl,i

(5–12)

5.3 本章小结

本章主要是对本文第二章的一系列理论推导所得出的结论与公式进行数值模拟的验

证。

首先我们验证与分析了微尺度下的涡量传输方程。经验证，即便是我们研究的最小尺
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度，本构方程失效的程度也不高，大体上本构方程的粘性应力计算结果与真实值是比较接

近的。因此可以认为在涡量传输方程中，本构方程的假设在本研究所涉及到的尺度范围内

是适用的。但同时经验证，涡量传输方程中粘性项的简化形式在微尺度条件下式不适用

的。这主要是由于粘性系数空间变化率的忽略所导致的。这也间接印证了我们在理论推导

部分将粘性项分解为“粘性生成项”与“粘性耗散项”的合理性。

接着我们对单个激波问题进行了数值验证。关于单个激波环量函数的验证表明，我们

在理论分析部分给出的环量函数解析解是准确可靠的，与数值模拟结果几乎相同，这也间

接地证明了本文所提出的 RMI问题环量模型是准确可行的。

最后我们对理论分析部分提出的 NSF模型与 TNSF模型进行了数值验证。结果表明，
相比于基于经典 NSF方程组得到的 NSF模型，TNSF模型与数值模拟结果吻合很好，即
便是对于马赫数很高的激波也是适用的。基于此得到的单个激波粘性项函数的结果也与数

值模拟结果十分吻合，证明了我们提出的 TNSF模型的可行性。

因此本文的理论推导部分对单个激波问题做出了很准确可靠的预测。将其应用于 RMI
问题，便可以给出某一特定的 RMI问题环量变化率以及其中粘性项的大小。
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全文总结

主要工作总结

本文主要基于超燃冲压发动机燃烧室内油气高效混合的应用背景，研究了激波与气体

界面的相互作用不稳定性问题。本文从理论分析以及数值模拟两方面，对该问题进行了较

为详细的研究。具体研究总结如下：

首先我们进行了理论分析方面的研究。我们从理论上分析研究了微尺度条件下涡量传

输方程的适用性并给出了其中粘性项的原始表达式以及传统人们常用的简化形式。接着我

们从理论上推导得到了 RMI问题中环量沉积的解析式。现有的全部环量模型是本文提出
的环量模型的简化形式或是等效变形，做到了环量模型方面的理论统一。

在理论研究方面，更重要的是，本文给出了 RMI问题中环量沉积来源中粘性项的具
体大小。这是前人研究中所未能实现的。我们基于双速度理论给出了计算环量沉积粘性项

的 TNSF模型，并指出前人关于粘性影响的忽略以及认为其对环量沉积产生消极影响是不
正确的。我们还进一步将粘性项分解为了对环量沉积产生积极影响的“粘性生成项”以及

产生消极影响的“粘性耗散项”以研究粘性项在本质上的影响机制。

在数值模拟部分，本文研究问题的特殊性决定了本文需要采用 DSMC的数值模拟方
法进行模拟。本文分析研究了在微尺度条件下 RMI问题的演化特征。主要是从流场特征、
涡量场特征、环量与涡拟能特征的角度进行的分析与研究。基于对于涡量耗散与扩散的定

性分析，我们进一步通过对该问题中涡量场的 Gauss分布拟合，引入了新的定量化反映涡
量扩散程度的参数 σ。通过对该参数的研究，得出了“在微尺度 RMI问题中，尺度越小、
涡量的扩散程度越强”的结论。符合我们前面定性研究中得到的结论。

最后，我们对理论分析部分给出的一系列结论与公式进行了详细的数值模拟方面的验

证。我们首先验证与分析了涡量传输方程粘性项简化形式的适用性。发现在本文所研究的

微尺度条件下，粘性项的简化形式并不适用。这主要是由于对粘性系数空间变化率的忽略

所导致的，间接印证了我们在理论推导部分将粘性项分解为“粘性生成项”与“粘性耗散

项”的合理性。接着我们对单个激波问题进行了数值验证。关于单个激波问题的验证表

明，我们在理论分析部分给出的环量函数解析解是准确可靠的，与数值模拟结果几乎相

同。最后我们对理论分析部分提出的 NSF模型与 TNSF模型进行了数值验证。结果表明，
相比于基于经典 NSF方程组得到的 NSF模型，TNSF模型与数值模拟结果吻合很好，即
便是对于马赫数很高的激波也是适用的。证明了我们提出的 TNSF模型的可行性。

未来研究展望

基于以上关于 RMI问题的研究成果，仍可继续进行的研究有：

1. 进一步将本文提出的 RMI问题中的环量模型以及粘性项的 TNSF模型进行简化，
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从数学上给出可以简单应用的初等函数解析形式，并将其推广应用于特定的 RMI问题。

2. 进一步研究不同马赫数、不同密度比、不同界面初始形式的 RMI问题，得到关于
该问题真正的普适定律以及结论。

3. 进一步分析在 RMI问题中，激波扫过界面之后环量变化的来源，从理论上给出在
作用后期环量增长或衰减的的原因以及预测模型。

4. 继续深入研究本研究在超燃冲压发动机燃烧室油气混合方面的应用。
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   

The Richtmyer-Meshkov instability (RMI) for shock induced mixing enhancement in scramjet
was investigated theoretically and numerically.

The so-called RMI problem is the shock-induced gas interface instability. RMI problems exist
widely in nature. A better understanding of RMI problems will help us to understand these natural
phenomena more deeply and even make use of them. Academically, the RMI problem is a good
carrier to study the ultimate problem of aerodynamics, turbulence. In recent years, many studies
have been done through RMI to study turbulence. It also has a very wide application background
in the engineering field. The main engineering application background of this research is scramjet.
The air-breathing hypersonic vehicle has very important application prospects and potential value
in both military and civil applications. The only engine type available is scramjet. In scramjet, the
fuel combustion time scale does not match the internal flow time scale of the engine, resulting in
insufficient mixing of the fuel and gas, insufficient combustion and insufficient thrust. So how to
promote mixing has always been the focus of the researches. Due to the existence of a series of
shock waves in the flow field of scramjet, the interaction between air, fuel and shock waves the RMI
problem. Therefore, an in-depth understanding of RMI is of guiding significance to the design of
scramjet.

In the aspect of theoretically investigation, we analysed the availability of the vorticity transport
equation under micro-scale. The viscous source and its simplification was studied theoretically. It
has been found that the simplification of the viscous source will be unavailable under micro-scale
due to the crucial effects of the spatial gradient of the viscous coefficient, which has been ignored
for most of the investigations under macro-scale. The original form of the viscous was provided for
the calculation under micro-scale.

Additionally, we provided a new model for the prediction of the circulation deposition in the
Richtmyer-Meshkov instability. Our new model is a universal one, because the previous circulation
models are either the simplifications or transformations of our model. Among those models, the
baroclinic class ignored the viscous source of circulation deposition, which is the inherent flaw
of them compared with our new model. While the velocity class is based on the definition of
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circulation. They calculate the circulation by directly carry out the velocity integral along the region
boundary. They can be seen as the transformation of our new model.

More importantly, the significant contribution of viscous source to the total circulation rate
is investigated. None of the theoretically analysis on the circulation deposition in the Richtmyer-
Meshkov instability provided the magnitude of different sources (baroclinic source and viscous
source) in circulation deposition and we dealt with that problem theoretically. Based on the Navier-
Stokes-Fourier equation set, the governing equation of density and viscous stress inside the shock
wave is derived, namely, the NSF model. In consideration of the breakdown of the continuum
hypotheses inside a strong shock wave, the so called “two-velocity” theory was employed to
modify the NSF model. The energy conservation equation was modified and the TNSF model
was obtained. With this model, the solution of the viscous source of circulation deposition can be
obtained by carry out the integral inside the shock waves.

In spite of the ignoring of the viscous source in many previous studies, the present investigation
shows that the viscous source have significant contribution to the circulation deposition (up to 10%).
We further divided it into the viscous generation term and the viscous dissipation term to reveal
the actual effects of the viscous source in circulation deposition. The viscous generation term
mainly depends on the gradient of the viscosity coefficient, and has positive contribution on the
total circulation deposition. While the viscous dissipation term has negative contribution to it.
The previous understanding about the viscous effects is improper, because actually, it has positive
contribution to the circulation deposition.

As for the numerical simulation part, the direct simulation Monte Carlo (DSMC) method was
employed in consideration of the large local Knudsen number in our problem. The Richtmyer-
Meshkov instability in micro-scale was numerically simulated and investigated comprehensively.
We simulated the case of a moving shock interact with a step-like interface. Five cases with differ-
ent scales were set, with characteristic length varied from 5µm to 1µm. We mainly focus on the
evolution of the flow configuration, vorticity field, circulation and enstrophy in different scales.

As for the flow configuration evolution, the similarity breakdown phenomenon was observed
under small scale cases. The cases with larger scales can be clearly seen the development of strong
vortexes, and they are in good similarity. While the decreasing in scale induce the less obvious
of the vortex as well as the disappearance of the similarity. For the smallest scale case, there can
hardly be seen any vortex in the flow field.

Further, the vorticity field was investigated. The noise reduction was carried out, which is
proved to be efficient and convenient. For the cases with larger scales, the evolutions of vorticity
show high similarity. The negative vorticity induced by the interaction of shock and interface is
very concentrated during the development of vortex, the diffusion and dissipation of the vorticity
are all not obvious for those cases. While for the cases with smaller scales, remarkable diffusion
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and dissipation lead to the similarity breakdown of the vorticity field. For the smallest scale case,
the vorticity is remarkably decentralized, explaining the disability of the formation of vortex in the
flow fields. The similarity of vortex evolutions breakdown in those smaller scale cases corresponds
to the evolution of flow configurations.

As for the normalized circulations, the lines of different cases performed high agreement with
each other, while the normalized enstrophy for the cases with different scales show significant gaps.
That reflects the magnitude of vorticity dissipation and diffusion.

The variation of vorticity at a specific location in the flow field can be divided into two parts, the
first one is the variation of vorticity magnitude, which is the dissipation in the cases we considered
here after the interaction of shock and interface. Another part is the transformation of vorticity in
space, namely, diffusion. The circulation is the simple accumulation of the vorticity on the whole
domain, which can only reflect the difference in dissipation but not in diffusion. While the area-
weighted enstrophy is the accumulation of the square of vorticity. Under the condition of the same
accumulation of vorticity on the domain (same circulation), the more concentrated the vorticity is,
the higher the enstrophy will be. That can be simply understood in consideration of the mean value
theorem. Simply put, the change in scale will not change the magnitude of dissipation significantly,
but will affect the magnitude of diffusion remarkably.

Based on the qualitatively view of the dissipation and diffusion of the vorticity, we further
utilized the Gauss distribution to fit the vorticity distribution in our problem. The introduction of a
new parameter σ enables us to study the vorticity diffusion quantitatively. Higher magnitude of σ
is observed for smaller cases, revealing higher level of vorticity diffusion. That is the quantitative
proof of the previous conclusion about the vorticity dissipation and diffusion.

All the theoretical investigations are validated and verified by numerical simulations, which
illustrated the validity, availability and accuracy of them. Firstly, we validate and analyze the vor-
ticity transfer equation at micro-scale. It has been proved that the breakdown of the constitutive
equation is not significant even at the minimum scale of we studied. Generally speaking, the cal-
culated viscous stress of the constitutive equation is close to the true value based on the particle
movement. Therefore, it can be considered that the assumption of constitutive equation is applica-
ble in the scale range involved in this study. At the same time, it is proved that the simplified form
of viscous term in vorticity transfer equation is not applicable under micro-scale conditions. This
is mainly due to the neglect of the gradient of viscosity coefficient. This also indirectly confirms
the rationality of decomposing the viscous term into the viscous generation term and the viscous
dissipation term in our theoretical derivation.

Then we validate the our derivation about the single shock problem by numerical simulation.
The verification of the single shock circulation function shows that the analytical solution of the
circulation function given in the theoretical analysis section is accurate and reliable, which is almost
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the same as the results of numerical simulation. This indirectly proves that the circulation model of
RMI problem proposed in this paper is accurate and feasible. Finally, we validate the NSF model
and TNSF model proposed in the theoretical analysis part. The results show that compared with the
NSF model based on the classical NSF equations, the TNSF model and are much more accurate.
The simulation results are in good agreement, even for shock waves with high Mach number. The
results of the single shock viscous term function based on this method are also in good agreement
with the numerical simulation results, which proves the feasibility of the proposed TNSF model.
Therefore, the theoretical derivation part of this paper makes a very accurate and reliable prediction
for the single shock problem. Applying it to RMI problem, we can give the circulation rate and the
magnitude of the viscous term of a particular RMI problem.
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